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RESUMEN La gestion de las reservas actuariales para seguros de dotacién pura exige estrategias sélidas para
garantizar la estabilidad ante la volatilidad del mercado. Este estudio integra bonos cupén cero y swaps de
tipos de interés como herramientas de cobertura. Los bonos cupén cero eliminan el riesgo de reinversién y los
swaps abordan los desajustes entre activos y pasivos, a la vez que mitigan los casos extremos de tipos de interés
altos y bajos. Un analisis comparativo contrasta el marco estocastico, basado en procesos gaussianos, con el
marco de incertidumbre, utilizando procesos canénicos de Liu para modelar. Mediante simulaciones numéricas,
se evalla el comportamiento de las cuentas con y sin swaps de tipos de interés en horizontes temporales de 5 y
15 anos, lo que dilucida el papel de los swaps en la reduccién de la dispersién y la mejora de la estabilidad de
los valores terminales de las reservas de mercado. Los hallazgos destacan la relevancia del seguro de dotacién
pura como anéalogo actuarial de los bonos cupén cero, ofreciendo una base para modelos mas complejos. Las
investigaciones futuras podrian explorar mejoras como la calibracién de modelos, la incorporacion de medidas

alternativas como medidas difusas o de posibilidad, y la integracién de principios de finanzas cuanticas.
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1. INTRODUCCION

Contexto y Motivacion

La gestion de reservas actuariales, especialmente en seguros
dotales puros, exige un enfoque matemadtico riguroso cuando se
incorporan tasas de interés aleatorias. Aunque estos productos
implican un dnico pago condicionado a la sobrevivencia, su
cobertura representa un reto técnico relevante.

Tradicionalmente, en la formacion actuarial se emplean
modelos con tasas deterministas, conforme a las bases ac-
tuariales de primer orden que garantizan el principio de
equivalencia, pero limitan la capacidad de reflejar dindmicas
reales del mercado. Al avanzar hacia bases de tercer orden, se
incorporan tasas aleatorias modeladas mediante procesos es-
tocasticos, como el de Vasicek, dentro del marco probabilistico
clésico.

Sin embargo, la teorfa de la probabilidad requiere condicio-
nes estructurales que resultan restrictivas cuando no se dispone
de muestras suficientemente grandes para estimar frecuencias
relativas estables, o cuando los fendmenos a modelar estdn
dominados por la ambigiiedad, la escasez de datos. En este
contexto, la Teoria Incierta de Liu ofrece una alternativa
no probabilistica para modelar fenémenos aleatorios, utilizan-
do medidas inciertas y procesos asociados que capturan la
aleatoriedad mediante grados de creencia.

Esta dualidad metodolégica entre el enfoque estocéstico y el
incierto motiva el presente trabajo, cuyo objetivo es comparar
ambos esquemas en la modelacion de la tasa de interés dentro
de un mismo contexto actuarial.

Revision del Problema

La literatura actuarial ha comenzado a incorporar modelos
mas complejos que permiten la evolucion estocéstica de la tasa
de interés. Un referente importante es el trabajo de Moller y
Steffensen (2007), donde se propone un modelo actuarial de
reservas que utiliza instrumentos derivados como bonos cupén
cero y swaps, en combinacién con procesos estocasticos de tasas
de interés como el modelo de Vasicek. Este enfoque permite
reflejar de manera mds precisa las condiciones de mercado en
la estimacion de la reserva técnica.

Sin embargo, esta linea de investigacion se ha desarrollado
exclusivamente dentro del marco probabilistico cldsico. En la
préctica actuarial, existen situaciones donde la informacién
disponible no es suficiente para definir una probabilidad bien
fundamentada, o donde el tomador de decisiones enfrenta ambi-
giiedad y falta de precisién. Ante este tipo de situaciones, surge
la necesidad de considerar estructuras matemdticas alternativas
a la medida de probabilidad.
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Objetivo

El presente trabajo tiene como objetivo principal evaluar
estrategias de cobertura para la reserva de un seguro dotal
puro bajo dos enfoques distintos de modelizacion de la tasa
de interés:

= Un mareco estocastico, basado en el modelo de Vasicek,
en el cual la evolucién de la tasa se modela mediante
una medida de probabilidad, la cual puede estimarse
empiricamente a partir de datos histéricos.

= Un mareco incierto, basado en el modelo de Chen y Gao,
construido sobre el proceso de Liu y la medida incierta,
que permite representar fenémenos aleatorios bajo grados
de creencias subjetivas coherentes con la 16gica humana.

Ambos marcos se implementan dentro de la estructura propuesta
por Mgller y Steffensen (2007), para hacer una comparacién en
términos de comportamiento de la reserva ante la sensibilidad
de la tasa de interés.

Adicionalmente, se explora de manera preliminar el uso de
swaptions como instrumentos complementarios de cobertura
ante escenarios extremos, ampliando las posibilidades dentro
del espacio de derivados financieros aplicados a seguros de
vida.

Justificacion del Estudio

En la formacioén actuarial, los modelos de seguros de vida
suelen construirse bajo supuestos simplificadores, como una
tasa de interés constante, que facilitan la ensefianza pero no
capturan la realidad del mercado financiero.

Este estudio surge de una inquietud académica: ;cémo
cambia el modelo de reservas si se sustituye la tasa constante
por una tasa aleatoria? Esta exploracién llevé a considerar bases
actuariales de tercer orden, més acordes con la dindmica del
mercado, desarrolladas en Mgller y Steffensen (2007).

Una segunda inquietud metodoldgica cuestiond el uso exclu-
sivo de la medida de probabilidad para modelar la aleatoriedad.
La Teoria Incierta de Liu (2015) ofreci6 una alternativa viable
mediante la medida incierta, que permite representar aleatorie-
dad no probabilistica. El modelo propuesto por Chen y Gao
adapto esta perspectiva al caso de tasas inciertas.

Asi, el trabajo demuestra que es posible reformular el
modelo de reserva del seguro dotal puro bajo una medida
incierta, proponiendo un marco alternativo para modelar la
fuerza de interés cuando la probabilidad resulta insuficiente.

Contribuciones

Este estudio realiza tres contribuciones principales al cuerpo
tedrico y aplicado de las finanzas actuariales:
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1. Revision y andlisis del modelo clasico de Mgller y Stef-
fensen (2007), destacando el papel de los bonos cupén
cero y los swaps de interés como mecanismos esenciales
en la gestion de reservas actuariales.

2. Extension del modelo de reserva de mercado de Mgller
y Steffensen (2007) al marco de la Teoria Incierta
desarrollado por Liu (2015), incorporando la medida
incierta y el proceso de Liu Canénico como herramientas
alternativas para modelar fenémenos aleatorios sin
necesidad de una estructura probabilistica clasica.

3. Introduccién de un andlisis sobre el posible uso de swap-
tions como mecanismos de cobertura, ampliando las alter-
nativas para mitigar riesgos asociados a tasas de interés.

Estas aportaciones refuerzan la relevancia del trabajo al situarse
en la interseccidn entre las finanzas estocdsticas y las finanzas
inciertas, integrando ademds consideraciones actuariales en el
disefio de estrategias de cobertura ante la variabilidad de las
tasas de interés.

Estructura del Articulo

El documento se organiza en tres partes principales, cada
una de las cuales desarrolla progresivamente los elementos
tedricos, metodoldgicos y aplicados del trabajo:

1. Parte I: se presentan los modelos probabilisticos del bono cupén
cero y de la tasa de interés estocdstica.

= Se introducen los fundamentos deterministas del bono
cupdn cero como punto de partida conceptual.

= Posteriormente, se expone la teoria estocdstica correspon-
diente, incluyendo la valoracién del bono bajo medida de
probabilidad y la modelacion de la tasa de interés mediante
el proceso de Vasicek.

2. Parte II: se desarrollan los modelos inciertos del bono cupén
cero y de la tasa de interés.

= Se introducen los conceptos esenciales de la Teorfa Incierta:
medida incierta, variable incierta, expectativa incierta y
procesos inciertos.

= Luego, se formulan los modelos financieros bajo este marco,
incluyendo el valor actual incierto del bono cupén cero y
la evolucién de la tasa mediante el proceso de Liu (modelo
de Chen y Gao).

3. Parte I11: se construyen los modelos actuariales y se implementan
numéricamente ambos enfoques.

= Se define el seguro dotal puro y se desarrollan las reservas
bajo distintos supuestos: la reserva cldsica de primer orden
y la reserva de mercado (de tercer orden).

= Se integra el modelo de tasas estocdsticas al cdlculo de la
reserva de mercado segin Mgller y Steffensen.

= Posteriormente, se adapta dicho modelo al marco incierto,
construyendo una version alternativa de la reserva bajo el
proceso de Liu.

= Finalmente, se realiza una implementacién numérica com-
parativa entre ambos enfoques (estocdstico e incierto),
analizando los resultados.

Parte I
Finanzas Estocasticas

2. BONO CUPON CERO

El objetivo de esta seccidn es presentar el tratamiento deter-
minista y estocdstico del bono cupdn cero.

Matematicas Deterministas

Estas definiciones son extraidas del material presentado en el
libro de Vaaler er al. (2019), que proporciona una introduccién
rigurosa a la teorfa del interés y sus aplicaciones financieras.

En Teoria del Interés, se estudia el concepto del valor
del dinero en el tiempo. El valor temporal del dinero es
un principio fundamental de las matemadticas financieras que
establece que una cantidad de dinero tiene diferente valor
dependiendo del momento en el que se disponga de ella, debido
afactores como la capacidad de generar intereses o rendimientos.
Matemaéticamente, este principio se formaliza mediante el uso
de tasas de interés, que, dependiendo de su comportamiento,
permiten construir funciones de descuento, las cuales son
utilizadas para calcular el valor presente y el valor futuro de
un flujo de efectivo.

La funcién de descuento, denotada como a ! (t), es una
herramienta fundamental en las matematicas financieras que
permite cuantificar el valor presente de una unidad monetaria
futura. Su propdsito es capturar la relacién intrinseca entre el
valor temporal del dinero y el efecto acumulativo de las tasas
de interés sobre el tiempo. En términos formales, representa el
factor multiplicativo que reduce el valor nominal futuro a su
equivalente presente. En un marco general, se define como el
reciproco de la funcién de acumulacion a(t), esto es

1
at)’

donde a(t), describe el crecimiento de 1 unidad monetaria
invertida en ¢t = 0 a lo largo de ¢ periodos de tiempo.

Cuando se desea incorporar una fuerza de interés variable,
i+ (nomenclatura actuarial), su dindmica determinista estd
dada por la siguiente sencilla ecuacion diferencial

a () =

a'(t) =t - a(t), (1)



la funcién de descuento se formaliza elegantemente como

Lty = e Jo Bt @

En el caso particular donde la fuerza de interés deja de ser
variable (es constante), i = 1, la funcién de descuento se
simplifica a

. oot -
ail(t) —e fo vds = 671f0 ds = eiZt (3)

I

en el contexto actuarial este caso particular es llamado factor
de descuento y se denota como sigue

a——— 4)

Gracias a la funcién de acumulacién que depende de una
fuerza de interés variable, es posible definir la funcién de monto
A(t), cuyo dominio es Z4, = {t : t € RT}. Esta funcién
representa el saldo de una inversién inicial A(0) en el tiempo ¢

At) = A(0) -edo )

en el contexto de ingenieria financiera, finanzas cuantitativas o

finanzas matematicas, esta funcion es llamada cuenta bancaria.

La cual se considera el activo “libre de riesgo” en un portafolio
de N activos riesgosos.

Un bono cupén cero (zero-coupon bond) es un instrumento
de deuda que se distingue por la ausencia de pagos periddicos
de interés (cupones), es decir, no realiza cupones durante su
vida util. Estos bonos se comercializan a un descuento respecto
a su valor nominal, de manera que el tnico flujo de efectivo
que el inversor recibe es el pago de dicho valor nominal al
vencimiento del bono.

El rendimiento del bono se genera a partir de la apreciacion
del precio de compra inicial hasta el valor de redencién al
vencimiento. Esta estructura lo convierte en un instrumento
financiero puro, donde la tinica consideracién es el tiempo y el
efecto de la capitalizacion compuesta de las tasas de interés.

Un bono descontado que comienza en el tiempo 0 y vence en
el tiempo 7" es un valor con la promesa, por parte del emisor del
bono, estableciendo que pague 1 unidad monetaria al tenedor
del bono cuando este vence. De esta manera su valor maximo
alcanzado en 7" es 1 unidad monetaria. El flujo de caja de un
bono 71" que paga una unidad monetaria en el momento de

vencimiento 7" se puede visualizar en la figura a continuacién:

P(T,T) =1
[ | | | | I t
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tiempo (afios)

La relacién més esencial, pero profundamente fundamental,
para determinar el valor de un bono se expresa en la siguiente
definicién.

Definicion 2.1. Bono Cupdn Cero Continuo.
Sea P(T,T) el valor nominal a recibir en el tiempo T

(vencimiento del bono) e iy la fuerza de interés variable respecto

al tiempo. El valor presente en tiempo t = 0, P(0,T), de un

bono cupdn cero se define como sigue

1sds

PO,T) = P(T,T) - o ' ©)

La férmula resulta intuitiva: el valor del reclamo futuro
se reduce a su equivalente presente utilizando una funcién
de descuento apropiada, siendo aplicable a cualquier clase
de reclamo. Sin embargo, su derivacién no es inmediata ni
evidente.

Tasas Spot & Tasas Forward

Las siguientes definiciones estidn basadas en el material
presentado en el libro de Filipovic (2009), el cual ofrece una in-
troduccion rigurosa a los modelos matemadticos de la estructura
temporal de tasas de interés en tiempo continuo, explorando
herramientas tedricas como modelos de tasas cortas, el marco
de Heath-Jarrow-Morton, y andlisis de procesos afines.

Considere un bono con precio a tiempo ¢ denotado por
P(t,t2), que vence en el tiempo to. Para entregar este bono
en un tiempo t1, t < t; < tg, con la condicién de no exis-
tencia de oportunidades de arbitraje. La tasa forward implicita
7 (t;t1,t) para el periodo [t1, t2], se define como:

P(tit2) — (ta—t1)# (t:t1,t2)
(i)~ | "

resolviendo para la tasa forward se obtiene:

#F (tst0oty) _lnP(t,ti) —InP(tt)
U ®)
B (tQ — t)i[t,tg] - (tl - t)i[t,tl]

In{P(tt;)}
- tj —t .
Al tomar el limite t9 — t; — 0, obtenemos la tasa forward
instantdnea, que refleja la tasa de interés para un infinitesimal

periodo de tiempo en el futuro, y es denotada como f(¢,t2):

f_(tvt2) =

donde i ; 1 =

lim (¢ 11, t2),
t1—to
0

_%lnp(tatQ)v O]

=
~
-
.

—
~
()
|
~
=
¥
F
)

S
~
-
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Ahora es posible definir E[t)t]. Primero, observe que f(¢,t) =
z[t,t] = lim¢,—¢ f(¢,t2). Luego resulta

_ln {P(t,tg)}

it = —
to—t t2 t (10)

, 0
= tlngt ~ o5 In{P(t,ta)}.

Ademads, es posible expresar el precio del bono en términos de
la tasa forward capitalizable continuamente

In{P(t,t2)} —In{P(t,t)} = / ’ %ds’

t

to
_ / F(t,5)ds,
t

P(t,t2) = e*ff f(t,s)ds7 )

finalmente se obtiene:

adicionalmente, resulta la siguiente relacion entre la tasa forward
y el factor de descuento

)ds

o) = e i Tt (12)

Matematicas Estocasticas

Estas definiciones son obtenidas del material presentado
en el libro de Bjork (2020), el cual constituye una referencia
completa sobre la teorfa de arbitraje en tiempo continuo, abor-
dando tanto los fundamentos de los mercados financieros como
las aplicaciones avanzadas de los modelos estocdsticos y la
valoracion de derivados financieros.

Se considera un espacio de probabilidad filtrado
(Q, F,{Ft}+>0,P), donde Q) es el espacio muestral y F
es una o-dlgebra que representa el conjunto de eventos. La
familia {F}+>¢ es una filtracién, es decir, una coleccién cre-
ciente de o-dlgebras tal que Fs C F; para s < t. La medida
de probabilidad IP estd definida en F.

Una variable aleatoria es una funciéon Y : () — IR que es
F-medible, lo cual significa que

Y~ (A) e F paratodo A € B(R),

donde B(RR) representa la o-dlgebra de Borel en RR. Esta o-
dlgebra es la coleccién mds pequeiia de conjuntos que contiene
todos los intervalos abiertos de la forma (s,t), con s < ty
s,t € R.

De esta forma, la F-medibilidad de Y garantiza que se
pueda asignar una probabilidad a cualquier intervalo de valores
posibles de Y a través de la estructura de F en el espacio de
probabilidad (Q, F, P).

q I, d,

Un proceso estocastico es una coleccion de variables alea-
torias { Xt };c7 indexadas por el tiempo ¢ € [0, 00). Decimos
que el proceso es adaptado si X es F;-medible para todo
t > 0. Una trayectoria muestral de un proceso estocastico es
la trayectoria de X (-, w), manteniendo w fijo.

Consideramos un modelo de tiempo continuo con un hori-
zonte finito [0, T'], donde las transacciones ocurren en instantes
t € [0, T) y todos los resultados de estas transacciones se rea-
lizanent = T. Ent = T, no se efectian nuevas transacciones,
ya que todos los activos negociados se liquidan y distribuyen
en ese momento.

Un reclamo contingente es una obligacién de pago que
depende de la realizacién de ciertos eventos futuros o del com-
portamiento de un activo subyacente. El monto y el momento
del pago estdn condicionados a dichas contingencias. Por ejem-
plo: un seguro de vida, cuyo pago depende del fallecimiento
del asegurado. Y una opcidn financiera, cuyo valor depende del
precio del activo subyacente al vencimiento.

Definicion 2.2. Reclamo Contingente.

Un reclamo contingente con vencimiento en T es un flujo
de efectivo aleatorio representado con una variable aleatoria
X. Es el valor o el monto que serd entregado al titular en el
momento T, dependiendo de la informacion disponible en ese
momento.

Para valorar de manera coherente los reclamos contingentes
en un mercado sin arbitraje, se utiliza una medida de martin-
gala Q que permite construir un proceso de precios consistente
con los precios de los activos subyacentes. Bajo esta medida
Q, los precios descontados de los activos actdan como martin-
galas, lo que asegura que no existen oportunidades de obtener
ganancias sin riesgo mediante arbitraje.

La medida Q transforma la valoracién al permitir que
el valor presente esperado de los pagos futuros del reclamo
contingente bajo esta medida sea igual al precio de mercado.
Este ajuste asegura que la estructura de precios en el mercado
sea coherente y que los precios reflejen el riesgo inherente de
los flujos de efectivo futuros. De esta manera Q es la medida
de probabilidad usada para la valoracién de los bonos y los
derivados de la tasa de interés, por ello su nombre alternativo
es medida del mercado.

En este mercado se negocia una cuenta monetaria A(t)
y N activos riesgosos. Los mercados son sin fricciones y
competitivos, lo cual implica:

= Sin fricciones: no existen costos de transaccién, impues-
tos diferenciales ni limites en la cantidad negociada; los
activos son divisibles y no estdn sujetos a restricciones
como ventas en corto, limites de préstamo, o margenes.



= Competitividad: los operadores actiian como tomadores
de precios, es decir, pueden negociar cualquier cantidad
deseada sin afectar el precio de mercado.

Consideremos un conjunto de N activos riesgosos, S; =
(S1t - - ,SNt)T > 0, el vector de precios de los N activos
riesgosos en el tiempo ¢. Note que se excluye el activo Sp¢, esto
se debe a que se define que So; representa un activo libre de
riesgo, en este marco en particular, es una cuenta monetaria
A(t). Especificamente Sg; juega un papel fundamental como
activo numéraire en el modelo.

En el contexto de valoracién de activos, todos los precios
se interpretan en términos de un numeéraire seleccionado a
priori, que sirve como unidad de referencia para expresar el
valor de otros activos. Este numéraire suele ser una moneda
local, como el peso mexicano (MX). No obstante, se podria
utilizar cualquier otro activo o indicador como base, siempre
que sea adecuado para el andlisis. Para simplificar, en este caso
elegimos el activo Sg; como numéraire. Se modela de acuerdo
con la siguiente dindmica:

dSo; = Soz it dt, Soo =1,
donde

P(Sp: >0) =1 Vi >0,

= ;es latasa libre de riesgo, un proceso estocdstico adaptado
a la filtracién F y que cumple la condicién de integrabi-

t
lidad / lis| ds < oo para todo t > 0, es decir, es un

procesooestoca’lstico adaptado.

= Es importante notar que A(t) > 0 para todo ¢ > 0.

= La cuenta monetaria se inicia con una inversién de una
unidad monetaria, es decir, A(0) = 1.

Consideramos el mercado “primario” o “subyacente” de
activos S1¢, . . ., S+ como dado a priori y fijamos un reclamo
contingente X'. El objetivo es determinar un proceso de precios
“razonable” IT;[X] para X asumiendo que el mercado primario
estd libre de arbitraje.

El precio de un derivado debe ser consistente con los precios
de los activos subyacentes. Esto implica que el mercado exten-
dido TI[X],S1¢, . . ., S vy debe estar libre de posibilidades de
arbitraje. Para lograrlo, debe existir una medida de martingala
Q para el mercado extendido.

Teorema 2.3. Formula General de Valoracion.
El proceso de precios libre de arbitraje para el reclamo X
de vencimiento I' estd dado por:

I1,[X] = S E? Hr[X] Fi| = SoE? * Fil,
S Sor

or
(13)
donde Q es una medida de martingala (no necesariamente
tinica) para el mercado dado con Soy como numéraire.
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Lema 2.4. Valoracion Neutral al Riesgo.
Asumiendo la existencia de una fuerza de interés estocdstica
1¢, la formula de valoracién toma la forma:

11, [x] = EQ {e_ft Esdsx‘}_t} ; (14)

donde Q es una medida de martingala con la cuenta monetaria
como numéraire.

El mercado de bonos se diferencia de otros mercados finan-
cieros en los siguientes aspectos:

= Contiene un nimero infinito de activos (un bono por cada
posible tiempo de vencimiento 7T").

= Cada bono tiene una trayectoria estocdstica especifica,
dependiendo de su vencimiento.

Bajo una medida martingala neutral al riesgo Q, el precio
actual de un reclamo contingente X pagadero en el tiempo
T se calcula mediante (14). Para un bono cupdn cero con
vencimiento 7', el reclamo contingente X = 1, por lo tanto, se
obtiene la siguiente definicion.

Definicion 2.5. Precio Justo de un Bono Cupén Cero. Consi-
dere un reclamo contingente X = 1 con vencimiento T, por
definicion, es un bono cupon cero. Por lo tanto, bajo una medida
martingala neutral al riesgo Q, el precio de un bono cupdn
cero al instante t se calcula como

P(t,T) = EQ [e_ Jiieas | ft} . (15)

Aplicando Ité a P(¢, T) se obtiene su dindmica estocdstica

oP P . 10°P .

Asumiendo que la fuerza de interés sigue una ecuacién dife-
rencial estocdstica de la siguiente forma

diy = pedt + ordWy
sustituyendo en la dindmica de P se obtiene
dP(t,T) = P(t,T)msdt + P(t, T)vedWEF,  (16)
donde

1 [aP P | of 9P
" mt=p [W*Mtﬁ+%ﬁ]




Ahora es de interés cambiar la medida de IP a Q, una medida
equivalente, bajo la cual el precio de los bonos cumple con la
ausencia de arbitraje.

Para garantizar que las medidas IP y Q sean equivalentes,
se asume que ; satisface la condicién de Novikov. Se define
un nuevo movimiento Browniano W® bajo la medida Q como

t
we=wP +/ vsds,
0

ademas, la relacion entre ambas medidas es

T T
dQ 1 2
D exp { /0 YedWy 5 /0 Vi dt}

De esta forma el precio del bono P(¢,T') bajo Q es
dP(t,T) = P(t,T) [mtdt + vtdwﬂ ,
= P(t,T) {mtdt + v (dWQ — %dt)} ,
= P(t,T) [(mt — ypvp)dt + UtdWQ:| ,

recordando que para que sea una martingala bajo la medida de
riesgo neutral Q, la deriva debe ser igual a la fuerza de interés,
por lo tanto

dP(t,T) = P(t,T) {EtdtJrvtdWQ} . (17)

Manteniendo la asuncién que la fuerza de interés i; es
modelada mediante la siguiente ecuacién diferencial estocdstica
(en la Seccion 3 se definird de manera detallada)

diy = pdt + o1 dWy,
la dindmica estocdstica bajo Q es
diy = fedt + O'tthQ = (,ut — ’ytat)dt + a'tthQ,

para simplificar el andlisis, asumimos que y; = 0, lo que
implica que IP es la medida martingala utilizada en el mercado,
lo que implica
fit = pit.
La propiedad de Markov establece que el futuro de 7; después
de un tiempo ¢ depende tinicamente del valor presente i y no
del historial completo

IE[f(thw"vth) | Ft] = ]E[f(Xt17~~~7th) ‘ Xt]7

para cualquier funcién integrable f.
Las soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas
como di; = pidt + o¢dBy tienen esta propiedad de manera
q I d,
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i, P,

inherente. De esta manera, el precio de un bono cupén cero
P(t,T) satisface

T -
P(t,T) — ]EQ |:6_ft, isds | ]:t:| 7

- (18)
— ]EQ |:eft isds | %t] ,
es decir, depende dnicamente de 7;:
P(t,T) = F(t,it), (19)

donde F (¢, -) es una funcién de 7 que se determina resolviendo
una ecuacidn diferencial parcial asociada al modelo. Dicho esto,
es natural notar que la siguiente relacién surge

P(t,T) = F(t,i;) = E2 {e_ft “S} . Qo)

para formalizar y verificar este resultado, se hace uso de la
representacién de Feynman-Kac.

3. FUERZA DE INTERES ESTOCASTICA

Esta seccién estd basada en el material presentado en
M@lleryStef fensen (2007).

Un bono cupén cero es un contrato que tiene un precio
de mercado en el tiempo ¢, denotado como P(¢,T), y que
promete un pago de 1 unidad monetaria al vencimiento 7. La
determinacion del precio de este bono a partir de un proceso
subyacente de tasas de interés a corto plazo 7.

1. Tasa de interés constante y determinista (7):

= Si la fuerza de interés variable es una constante
determinista 7 > 0, el precio del bono cup6n cero
debe satisfacer:

0<t<T.

2. Tasa de interés dependiente del tiempo y determinista
(21):
= Cuando la fuerza interés varfa en funcién del tiempo,

pero sigue siendo determinista, se tiene que:

isds

T
P(t,T):1~e_ft T, 0<t<LT.



3. Tasa de interés estocastica (;):

= Si la fuerza de interés se modela como un proceso
estocdstico, la féormula anterior ya no es aplicable
directamente. En este caso, el precio del bono en
el tiempo ¢ sélo puede depender de la informacién
disponible hasta ese instante, lo que significa que
P(t,T) se construye considerando la expectativa de
la evolucidn futura de la tasa de interés, condicionada
a la informacién presente en el tiempo ¢. Su precio es
aquel que se obtiene mediante la valoracién neutral
al riesgo (2.5).

La modelizacién de tasas de interés a corto plazo es funda-
mental para la valoracién de instrumentos financieros derivados
y la gestion de carteras de renta fija. La tasa de interés instan-
tanea 7; (también conocida como fuerza de interés, tasa de
interés a corto plazo o fasa de interés spot) es la tasa aplicable
para operaciones de préstamo o inversion a un horizonte tempo-
ral infinitesimal alrededor de un instante ¢. Esta tasa describe
el costo del capital en el mercado libre de riesgo a lo largo de
intervalos infinitesimales [¢, ¢ + dt].

Un modelo de un factor se basa en la idea de que hay una
unica fuente de aleatoriedad que afecta a los precios de los
bonos. Esta fuente es generalmente un proceso de Browniano
unidimensional, By. Si la fuerza de interés 7; estd determinada
por un tnico factor, entonces conocer cémo cambia i; permite
inferir los cambios en los precios de todos los bonos.

Un modelo multifactorial considera que hay mudltiples
fuentes de aleatoriedad que afectan a los precios de los bonos,
podrian incluir diferentes procesos estocdsticos.

Modelos de un Factor

Los modelos de un factor se utilizan para describir la estruc-
tura temporal de las tasas de interés. Estos modelos se basan
en un enfoque estocdstico para modelar la tasa libre de riesgo,
i; mediante una ecuacién diferencial estocdstica (EDE). En
general, se asume que i; sigue un proceso de Itd de la forma

diy = apdt + bedWry,

para simplificar el andlisis, se asume que a; y by dependen
tinicamente del valor actual de 7, es decir: ax = a(it) y
by = b(zt). Bajo esta suposicién, i; es un proceso de Markov
homogéneo en el tiempo.

Se considera un modelo de estructura temporal en el que
la tnica fuente de aleatoriedad es un movimiento browniano
unidimensional. Las tasas de interés libres de riesgo i y el
precio P(¢,7T) de un bono cupén cero que vence en T estdn
modelados mediante las siguientes ecuaciones diferenciales
estocdsticas:
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1. Para la tasa libre de riesgo 7¢:
diy = agdt + by dWre, 21

donde a; y b: son funciones que describen la deriva y la
volatilidad de i, respectivamente.

2. Para el precio del bono P(¢,T):
dP(t,T) = P(t,T)[m(t,T)dt + S(t,T)dW¢], (22)

donde m(t,T) es la tasa esperada de retorno del bono y
S(t, T representa la volatilidad del bono.

Se asocia a estos procesos una cuenta monetaria (el activo libre
de riesgo) A(t), cuya evolucién estd dada por

dA(t) = L A(t)dt, 23)

cuya solucién es

A(t) = A(0) exp (/0 5sds) , 24

lo anterior refleja cémo la fuerza de interés afecta la evolucién
del valor de una inversion libre de riesgo.

Modelo Vasicek

El modelo de Vasicek es un caso particular dentro de los
modelos de un factor para la estructura temporal de tasas de
interés. Fue introducido en 1977 y es ampliamente utilizado por
su simplicidad matemadtica y capacidad para capturar ciertos
comportamientos fundamentales de las tasas de interés. El
modelo describe la dindmica de la tasa libre de riesgo iy
mediante una ecuacion diferencial estocastica (EDE).

La ecuacién para i; estd dada por:

diy = (p — iy )dt + cdW 2, (25)
= Término de reversion a la media
(M — oﬁt)dt,

este término fuerza a i; a regresar hacia su media a largo
plazo u. Los elementos clave son:

e 1 representa la media a largo plazo de i; bajo la
medida Q. Se interpreta como la tasa libre de riesgo
esperada a largo plazo.

* a: es la velocidad de reversion. Un valor alto de «
implica que %; regresa rapidamente a y, mientras
que un valor bajo implica una reversién mas lenta.

q B d




= Término de volatilidad
cdWg,
este término introduce aleatoriedad en el modelo. Aqui:

* o: representa la magnitud de la volatilidad local de
i, es decir, cudn sensibles son las tasas de interés a
corto plazo a las fluctuaciones aleatorias.

. thQ: es el incremento infinitesimal del movimiento
browniano estdndar bajo Q, que introduce la compo-
nente estocdstica en la evolucién de .

Ahora que ya se tiene la ecuacién diferencial estocdstica que
modela la dindmica de la fuerza de interés, se puede construir
la valoracién de un bono cupén cero que depende de dicha
dindmica.
Definicion 3.1. Bono Cupdn Cero de Vasicek

Si la fuerza de interés estocdstica se rige bajo el modelo de
Vasicek

diy = (p— aiy)dt + cdW2, (26)

el precio del bono cupon cero es

P.T) - B [e_ [ ]_.t} _ AT -BT)T:

27

1. Lafuncién B(t,T) se define como sigue

__—a(T-t)
BT =1=¢ (28)

a
2. Para A(t,T) se obtiene
BT =@ =0] (an=%) 2 (g
A(t,T) = = - 4a’ .
(29
Parte II

Finanzas Inciertas

4. TEORIA INCIERTA

El propésito de esta seccion es exhibir conceptos basicos de
la Teorfa Incierta, sin profundizar por fines de no hacer extenso
el documento. Se presentan aquellos conceptos necesarios para
entender la diferencia entre una medida de probabilidad y una
medida incierta.

Estas definiciones son extraidas del material presentado en
el libro Liu (2015), el cual ofrece una visioén exhaustiva de la
Teoria de la Incertidumbre, explorando sus fundamentos axio-
matizados, aplicaciones en programacidn incierta y modelos
de ecuaciones diferenciales inciertas.
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Medida Incierta

La Medida Incierta es un concepto en la teoria matema-
tica de la incertidumbre, que define una medida basada en el
grado de creencia de la ocurrencia de un evento, en lugar
de su frecuencia. Este marco es particularmente Util en situa-
ciones donde el modelo probabilistico tradicional no describe
adecuadamente las incertidumbres subyacentes.

Una medida incierta M es una herramienta matematica
utilizada para cuantificar el grado de creencia en la ocurrencia de
eventos, basada en una o-dlgebra £ sobre un conjunto universal
T.

Una funcidn de conjunto M se denomina medida incierta si
satisface los axiomas de normalidad, dualidad y subaditividad.

= Axioma de Normalidad: la medida de todo el espacio es
uno, es decir

M(T) =1,

esto asegura que la creencia completa no puede superar
uno, ya que I" es completamente creible.

= Axioma de Dualidad: la suma de las medidas de un
evento y su complemento es siempre uno

M(A) + M(A°) =1,

para cualquier evento A. Indica que la suma de la creencia
en un evento y su complemento siempre es uno. .

= Axioma de Subaditividad: para cualquier secuencia con-
table de eventos Aj, Ao, ..., la medida de la unién es
menor o igual que la suma de las medidas individuales

W
=1

la creencia combinada de eventos no debe exceder la suma
de las creencias individuales, lo que se demuestra con un
argumento de comisiones negativas.

< iM{Ai}7

i=1

Observaciones:

= La medida incierta no es una frecuencia, sino una repre-
sentacion del grado de creencia, que puede cambiar con
nueva informacion.

= Fl axioma de dualidad es una manifestacion del principio
de no contradiccién y el tercero excluido en ldgica cldsica,
asegurando que la suma de la creencia y la duda sobre un
evento siempre suma uno.

= No existe una regla general para determinar la creencia
sobre la unién de eventos a partir de sus creencias in-
dividuales, destacando la flexibilidad y la complejidad
de la teorfa de la medida incierta en contraste con la
probabilidad clasica.



= La violacién del axioma de subaditividad puede llevar a
resultados paraddjicos o contradictorios, evidenciando su
importancia para la coherencia del sistema de medidas.

= Aunque las medidas de probabilidad cumplen con los
axiomas bdsicos, no son casos especiales de medidas
inciertas debido a diferencias en axiomas adicionales
como el axioma de producto.

Definicion 4.1. Espacio de Incertidumbre.

Un espacio de incertidumbre (T'; L, M) es un conjunto no
vacio T, una o-dlgebra L sobre T, y una medida incierta M.
Este trio define completamente un espacio de incertidumbre.

Para propdsitos précticos, el estudio de espacios de incertidum-
bre a veces se limita a espacios de incertidumbre completos.

Definicion 4.2. Espacio de Incertidumbre Completo.

Un espacio de incertidumbre (T', L, M) ) se considera com-
pleto si para cualquier Ay, As € L con M(A1) = M(A2)y
cualquier subconjunto A con A1 C A C Ag, setiene A€ Ly

M{A} = M{A1} = M{Az}.

Sea (T, Ly, M) espacios de incertidumbre para k =
1,2,.... Se define

F:F1><F2><... s

que es el conjunto de todas las tuplas ordenadas de la forma
(71,72, ..),donde v, € Ty parak = 1,2, ... Un rectdngulo
medible en I' es un conjunto

A:A1><A2><... s

donde Ay € Ly, para k = 1,2,... La menor o-dlgebra que
contiene todos los rectangulos medibles de I se llama la o-
algebra producto, denotada por

£:L1X£2><... 5

entonces, la medida incierta de producto M sobre la o-dlgebra
producto L se define por el siguiente axioma de producto.

Teorema 4.3. Axioma de Producto

Sea (Ty, Ly, My,) espacios de incertidumbre para k =
1,2, ... La medida incierta de producto M es una medida
incierta que satisface

M {HAk} = /\ M {AL},
k=1 k=1

donde Ay son eventos arbitrariamente elegidos de Ly, para
k=1,2,... respectivamente. N\ representa el minimo de las
medidas individuales.
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Se asume que (T', £, M}, ) son espacios de incertidumbre
parak = 1,2,.... Se define
FZF1><F2X...7 L:£1><[,2><...,
Entonces, la tripleta (', £, M) se denomina espacio de incer-
tidumbre de producto.

Ahora, ya conocida la media incierta, se puede comparar
con la medida de probabilidad.

Probabilidad vs Incertidumbre
Medida del producto de eventos.

» Teorfa de probabilidad (Kolmogorov): La probabilidad de
un producto de eventos es el producto de las probabilidades
individuales

P{A x B} = P{A} x P{B}.

» Teoria de incertidumbre (Liu): la medida de incertidumbre
de un producto de eventos es el minimo de las medidas de
incertidumbre individuales

M{A x B} = M{A} A M{B}.
Teorema del Producto.

= Producto de Probabilidad: en un espacio de probabilidad
(Qp, Ag,P) parak = 1,2, ..., la medida de probabili-
dad producto se define como una medida que satisface la
siguiente propiedad:

P (H Ak) = [ Pr4p),
k=1 k=1

donde Aj, son eventos arbitrarios seleccionados de Ay, ,
el sigma-algebra asociado al espacio ().

= Producto de Medidas Inciertas: en un espacio incierto
(Tg, L, My) para k = 1,2,..., la medida incierta
producto sigue un principio andlogo pero definido bajo el
marco de la teorfa de incertidumbre. Esta medida satisface
la relacién

M (H Ak> = A\ Mi(An),
k=1

k=1

donde Ay, son eventos arbitrarios pertenecientes a Ly,
la coleccidén de conjuntos medibles asociados al espacio
incierto I';.

M=M{AMoA...



En lugar de usar productos (como en probabilidad), la teoria de
incertidumbre emplea el operador minimo A, consistente con
su definicién de medida incierta.

La teoria de probabilidad se interpreta en términos de
frecuencia (relacionada con eventos repetibles).

La teoria de incertidumbre se interpreta como el grado
de creencia (subjetiva).

Independencia

Al igual que en la Teoria de Probabilidad, se define el
concepto de independecia.

Definicion 4.4. Independencia.

Los eventos Ay, Aa, ..., Ay se consideran independientes
Si
n n
M)A =\ M,
i=1 1=1
donde A} son elegidos arbitrariamente de {A;, A;,T'} para
1 =1,2,...,n,yI esel evento seguro. \V representa el maximo

de las medidas individuales.

Especialmente, dos eventos A; y A2 son independientes si
y solo si

{AT N A3} = M{AT} A M{A3},
donde A} son elegidos arbitrariamente de {A;, A} para i =
1,2, y se cumplen las siguientes cuatro ecuaciones:
M{A1 N A} = M{A1} AN M{A3},
M{A1 N A} = M{A;} A M{ASY
M{Ai NAs} = M{A(f} NM{As},
M{ATN A5} = M{AT} A M{AS}.

Teorema 4.5. Los eventos A1, Aa, ..., An son independientes
si y solo si

n n
MmlJary =\ many,
i=1 =1
donde A} son elegidos arbitrariamente de {A;, AS, 0} para
i=1,2,...,n,y0 es el evento imposible.

Teorema 4.6. Sea (I'y,, L, My,) espacios de incertidumbre
para k = 1,2, ..., n. Entonces los eventos

Ti X XTpog XA xTpg x--xTn .

son siempre independientes en el espacio de incertidumbre
de producto. Es decir, los eventos Ay, A, . .., Ay son siem-
pre independientes si provienen de espacios de incertidumbre
diferentes.
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Variables Inciertas

En probabilidad existen variables aleatorias, en este marco,
se definen las variables inceirtas.

Definicion 4.7. Variable Incierta

Una variable incierta & es una funcion del espacio de
incertidumbre (T, L, M) a los niimeros reales tal que para
cualquier conjunto de Borel B, el conjunto {§ € B} es un
evento, es decir, {y € T : £(vy) € B} € L.

Una variable incierta £ es:

» No negativa si M{& < 0} = 0. Es decir, no existe
creencia alguna (o esta es nula) de que ¢ pueda adoptar
valores estrictamente negativos.

= Positiva si M{€ < 0} = 0. Restringiendo aiin mds la
medida incierta de una variable, el evento en que la va-
riable incierta ¢ toma un valor menor o igual a cero es
considerado “imposible” o, mds precisamente, tiene un
grado de creencia nulo. Se estd imponiendo que ni siquiera
el caso extremo & = 0 es creible; es decir, la totalidad de
la “masa” de creencia se concentra en los valores estricta-
mente positivos, { > 0}. La consecuencia inmediata es
que la totalidad del grado de creencia se concentra en el
intervalo (0, +00), la variable £ es estrictamente positiva.
Ya que ni la posibilidad de ser negativa ni la posibilidad
de ser cero son admitidas.

= Decimos que dos variables inciertas £ y 1 son iguales si
&(y) = n(~) para casi todos v € T respecto a M.

» Si&1,&9,...,&, son variables inciertas y f : R™ — R
es una funcién medible, entonces la variable incierta &
definida por £(v) = f(§1(7).&2(7), .-, &n(v)) para
todo v € T" es también una variable incierta.

Definicion 4.8. Las variables inciertas £1,&2, . .. ,&n se con-
sideran independientes si, para cualquier conjunto de Borel
Bi1, B2, ..., Bp, se cumple

n n
M&eBi)p = \ Mg € B},
i=1 i=1
esto indica que la medida incierta conjunta es el minimo de las
medidas inciertas individuales.

Definicion 4.9. Las variables inciertas £1,€3,...,&n son
independientes si y solo si para cualquier conjunto de Borel
B1, Ba, ..., Bn, se cumple

M U(ﬁi €B;) = \/M{& € B;}.
i=1

i=1



Distribuciones Inciertas

Una vez ya conocida la variable incierta, se puede construir
una distribucién incierta.

Definicion 4.10. Distribucion incierta.
La distribucion incierta ® de una variable incierta £ se
define por
D(z) = M{E <z},

para cualquier niimero real x.

Dos variables inciertas £ y n se dicen distribuidas idéntica-
mente si tienen la misma distribucién incierta, aunque esto no
implica que £ = n. Por ejemplo, si  y n pueden tomar valores
con los mismos grados de creencia pero en diferentes contex-
tos o configuraciones, aun asf tendrdn la misma distribucién
incierta.

Teorema 4.11. Teorema Peng-Iwamura.

Una funcién ® : R — [0, 1] es una distribucién incierta si
y solo si es una funcién mondtona creciente tal que ®(z) = 0
para x suficientemente pequeiio y ®(x) = 1 para x suficiente-
mente grande.

Definicion 4.12. Variable Incierta Normal.
Una variable incierta £ se dice normal si posee una distri-
bucion incierta normal, dada por la funcion:

-1
P(z) = (1+exp <7r(\e/7;0x))> , T€R,

denotada por N (e, o), donde e y o son niimeros reales con
o>0.

Sean &1 y &9 variables inciertas normales independientes
con distribuciones N'(e1,01) y N (e2, 02) , respectivamente.
Entonces:

1. Suma de variables inciertas normales: la suma &1 + &2 es
también una variable incierta normal, con pardmetros

N(e1,01) + N(ez,02) = N(ey +e2,01 + 02).

2. Producto por un escalar: el producto de una variable
incierta normal N (e, o) y un escalar positivo k > 0 es
también una variable incierta normal, con pardmetros
modificados

k-N(e, o) = N(ke, ko).
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Definicion 4.13. Variable Incierta Lognormal

Una variable incierta £ se considera lognormal si es una
variable normal N (e, o) transformada mediante el logaritmo,
es decir, su distribucion estd definida como:

-1
P(x) = (1+exp (W)) , x>0,

denotada por LOGN (e, o).

Sean &7 y &2 variables inciertas lognormales independientes
con distribuciones LOGN (e1,01) y LOGN (ea, 02), respec-
tivamente. Entonces:

1. Producto de variables inciertas lognormales: El producto
&1 - &2 es también una variable incierta lognormal, con
pardmetros

ﬁOgN(el,Ul) ~L(’)g./\/(€2702) = E(’)g/\/’(e1 +e2,01 —|—02).

2. Producto por un escalar: El producto de una variable
incierta lognormal LOGN (e, o) y un escalar positivo
k > 0 es también una variable incierta lognormal, con
pardmetros modificados

k-LOGN (e,0) = LOGN (e +In{k},0).

Para cualquier variable incierta & con distribucién ®:

M{E <z} =(z), M{{>z}=1—-P(z).
Si ® es continua, también se cumplen las siguientes relaciones
para &:

M{E <z} =0(z), M{E>z}=1—-d(2).
La distribucién incierta inversa ® ! de una variable incierta
con distribucion regular ® se define como la funcién inversa
de ®, que existe en el intervalo abierto (0,1).

Una funcién @ ! es una distribucién incierta inversa de
una variable incierta £ si y solo si para cualquier « € [0, 1],

Mg <D Ha)l = q,

esto implica que P es la distribucién incierta de £ y d lessu
inversa.

Asumiendo que la funcién inversa @~ ! satisface la siguiente
relacion para todo « € [0, 1]:

M{g<® Ha)} =0,



esto implica que si escribimos # = ®~ (), entonces a =
P(z)y ast:
M{¢ < z} = (),

demostrando que P es la distribucién incierta de £ y o les
su distribucién incierta inversa. Esta relacién confirma que
la distribucién y su inversa estdn correctamente definidas y
operan como se espera dentro del marco de la teorfa de la
incertidumbre.

Definicion 4.14. Valor Esperado de una Variable Incierta
Para una variable incierta &, el valor esperado E[§] se
define mediante la integral:

+oo

0
EBlg] = M{¢ >z} de — / M{¢ < x} de,
0 —o0
suponiendo que al menos uno de los dos integrales es finito. Esta
definicion capta tanto la contribucion de los valores positivos
como la de los valores negativos de & bajo la medida incierta

M.

El valor esperado bajo la teoria de incertidumbre difiere
del concepto cldsico en probabilidad, pues no presupone una
distribucién de probabilidad subyacente, sino que se basa direc-
tamente en la medida de incertidumbre asignada a los eventos
definidos por la variable . Este enfoque permite considerar
situaciones donde la incertidumbre no se puede cuantificar
claramente mediante probabilidades.

Definicion 4.15. Si & es una variable incierta con distribucion
D, el valor esperado se calcula como:

+oo 0
E[¢] :/0 (17<I>(x))dmf/ ®O(z) dx.

— 00

De manera alternativa, el valor esperado se puede expresar
utilizando la integral de la derivada de la distribucién ®:

+o0
Bl = /_ 2 d®(z),

si ®(z) tiene una derivada ¢(z), entonces:

+o00
Bl = /_ v6(x) d,

pero no es apropiado considerar ¢(x) como una funcién de
densidad de probabilidad, dado que la medida incierta no es
aditiva.

Definicion 4.16. Para variables inciertas con una distribucion
regular @, el valor esperado también se puede calcular como:

1
El¢] = /0 o (a)da.

Procesos Inciertos

A continuacion se presenta la contraparte de los procesos
estocdsticos (teoria de probabilidad) en su version incierta.

Un proceso incierto X; sobre un espacio de incertidumbre
(T, £, M) es una funcién medible desde T' x (T, L, M)) a
los nimeros reales tal que para cualquier conjunto Borel B de
nimeros reales, { X; € B} es un evento en cada instante ¢. El
proceso tiene incrementos independientes si:

» Losincrementos X, , X¢, — X¢,, ..., X¢, — X3, _, son
independientes para cualquier secuencia de tiempos t; <
to < - < t,.

= Tiene incrementos estacionarios si Xg4¢ — X son idén-
ticamente distribuidos para todo s > 0.

Se dice que los procesos inciertos Xy, X¢,,...,X¢, son

independientes para cualquier entero positivo k y tiempos
t1,to,...,t si, para vectores inciertos

£ = (th’Xt27""XtTL)7

donde i = 1,2,...,n, son independientes; es decir, para
cualquier conjuntos Borel By, Ba, ..., By de vectores reales
k-dimensionales, tenemos

M| (WeeBiy | = A\Mige B}

i=1 i=1

Definicion 4.17. Proceso de Liu Candnico.
Un proceso incierto es un proceso de Liu Candnico Cy si
cumple con las siguientes condiciones:

1. Cy = 0y casi todas las trayectorias son continuas de
Lipschitz.

2. Los incrementos Cyys — Cy son estacionarios e indepen-
dientes.

3. Ciys — Cy es una variable incierta normal con distribu-
cion N'(0,t2):

—1
i (reen( )

con distribucion incierta inversa

@;l(a):@ln{ o }

T 11—«

(Algtin parecido con el poceso de Wiener?



Definicion 4.18. Integral Incierta.

Para un intervalo cerrado [a, b), y un proceso incierto X+
con respecto a un proceso de Liu Cy, la integral incierta se
define como:

b k
X dCy = i X, - (Chy — C4,),

donde A = méx <;<p [tiy1 —t;| yt1 <to <--- <ty son
particiones del intervalo [a, b).

Definicion 4.19. Ecuacion Diferencial Incierta.
Un proceso de Liu Cy se usa para definir una ecuacion
diferencial incierta de la forma:

dXy = f(t7 Xt)dt +g(t7 Xt)dCt,

donde f y g son funciones medibles que representan las dind-
micas determinista 'y estocdstica del sistema, respectivamente,
vy Ct es un proceso de Liu que describe la incertidumbre.

La ecuacién diferencial incierta
dX¢ = f(t, X¢)dt + g(t, X¢)dCt,

donde C} es un proceso de Liu, es equivalente a la siguiente
ecuacion integral incierta:

S S
Xs = Xp Jr/ f(t, Xt)dt+/ g(t,Xt)dCt,
0 0

donde X5 es un proceso de Liu con deriva f (¢, X;) y difusién
g (ta Xt ) .

Teorema 4.20. Trayectoria o de Yao y Chen.

Consideremos una ecuacion diferencial incierta definida por
un proceso de Liu Cy. La trayectoria o para o € (0,1), es la
solucion de la ecuacion diferencial ordinaria correspondiente:

dX{ = f(t, X{)dt + |g(t, X£)| @ (a)dt,

donde @ () = \/g In 12 es la funcion inversa de la
distribucion incierta normal estandar para el parametro a. Sea
X la solucion de la ecuacion diferencial incierta y X§* el

camino «. Entonces, para cualquier tiempo t, se cumple que:
M{X: < X{ Vit =a, M{Xy> X{, Vil =1-qa.
De esta manera X s tiene una funcion de incertidumbre inversa

v Ha) =X, 0<a<l1
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5. FINANZAS INCIERTAS

Acciones Inciertas

El modelo supone que el precio de las acciones sigue una
ecuacion diferencial incierta, y se describe junto con el precio
del bono de la siguiente manera

dX¢ = %Xtd'h
dY; = eYidt + oYdCy,

= X : Precio del bono.

= Y} : Precio de la accién.

= 7 : Tasa de interés libre de riesgo.

= e: Deriva logaritmica del precio de la accién.
= ¢: Difusién logaritmica.

= (Y} : Proceso de Liu canénico.

El precio del bono estd dado por
X = Xoe', (30)
el precio de la accidn sigue la expresién
Y; = YOeEH-UCt )

La distribucién de incertidumbre inversa del precio de la
accion estd dada por

d)tl(oz):Yoexp{et—i—Ut\/gln( a )}

T 1—«

Modelo General de Acciones

El precio de las acciones Y; estd determinado por la siguiente
ecuacion diferencial incierta

dY; = F(t,Yy)dt + G(t, Y;)dCy,

donde F'(t, Y) es una funcién que describe la deriva del precio
de las acciones. G (t, Y3 ) es una funcién que describe la difusién
incierta en el precio de las acciones.

El « -trayecto del precio de la accién Y puede calcularse
mediante métodos numéricos.

Valoracion del Bono Cupén Cero

Definicion 5.1. Valoracion del Bono Cupon Cero Incierto
Sea 14 la tasa de interés incierta. El precio de un bono cupon
cero con vencimiento en T estd dado por

T
P(0,T) = FE |exp —/ 1pdt w 3D
0



Sea zf‘ el a-trayecto de la tasa de interés incierta 1y . Entonces,
el precio de un bono cupon cero con vencimiento en'l’ es

1 T
P(O,T):/ exp 7/ igdt | do. (32)
0 0

Fuerza de Interés Incierta

Los modelos de tasas de interés inciertas describen cémo
las tasas reales evolucionan con el tiempo bajo incertidumbre,
siguiendo ecuaciones diferenciales inciertas.

La tasa de interés incierta puede ser descrita por

d;t = F(t,%t)dt + G(t,it)dC’t, (33)

donde F'y G son funciones que modelan la dindmica de la tasa
de interés.

Modelo de Chen y Gao

Definicion 5.2. Fuerza de Interés Incierta de Chen y Gao.
La fuerza de interés iy evoluciona segiin la ecuacion dife-
rencial incierta

diy = (,u — agt)dt + odCl, (34)

= i, a, 0 SOn constantes positivas.
= ('t es un proceso de Liu candnico.
= El término odCy captura la incertidumbre.

La fuerza de interés incierta que satisface dicha ecuacion
diferencial incierta es expresada por

t
= oyt (zo _ H) n ge*‘”/ T dCs,  (35)
a a 0

donde C's es un proceso candnico de Liu.

Este modelo es una contraparte del modelo de Vasicek
en el ambito de las ecuaciones diferenciales inciertas, y es
utilizado frecuentemente para capturar la dindmica en entornos
financieros donde la incertidumbre juega un papel crucial.

El valor esperado de la tasa incierta es

E(i) = g +e ot (% - %) : (36)

su varianza

Var(i) = = (1-e~™). (37)

Bono Cupén Cero de Chen y Gao

En el articulo Pricing Longevity Bonds Under the Uncer-
tainty Theory Framework Gao y Liu (2019), se demuestra el
precio de un bono cupén cero, cuya fuerza de interés se modela
mediante el modelo de Chen y Gao definido anteriormente.

Definicion 5.3. Bono Cupén Cero de Chen 'y Gao

El precio de un bono cupon cero que involucra una fuerza
de interés incierta, cuya dindmica se rige bajo el modelo de
Chen'y Gao

d%t = (p—a?t)dt—i-odct, (38)
es
P, T)=E |:e_ft L‘d“'} — A(t,T)B(,T). (39
1. A(t,T) :
A(t,T) = acsc(a), (40)
donde p se define como
a=13 [U(Tf) + 5 (- e‘”)} )
a a
2. B(t,T):
B(,T) = e “Fat =t =) —=e"T) 4,
Parte I1I

Modelos Actuariales

6. MODELOS ACTUARIALES PARA SEGURQOS
DE VIDA

Variables Principales

Un modelo actuarial tipico incluye:

1. Componente biométrico: Relacionado con suposiciones
sobre mortalidad o longevidad. En el contexto actuarial es
la fuerza de mortalidad, ;.

2. Componente financiero: Relacionado con suposiciones
sobre tasas de interés. En el contexto actuarial es la fuerza
de interés, 7;.

Cuando las evaluaciones se realizan en un contexto de tiempo
continuo, ambos componentes requieren modelos en tiempo
continuo.

Modelar los aspectos financieros en tiempo continuo es
relativamente sencillo. Si se dispone de un modelo biométrico



en tiempo continuo, las evaluaciones actuariales son directas.

Para tiempos y edades enteros, basta con tabular funciones
biométricas continuas.

Los seguros convencionales son formas tradicionales de
seguros de vida que se han utilizado durante mucho tiempo,
en algunos casos desde la invencién del sistema de primas
niveladas. Caracteristicas principales:

» Término de la pdliza: Es el periodo durante el cual el
seguro estd vigente y el asegurador asume el riesgo.

= Suma asegurada: Es el monto que serd pagado al ocurrir, o
poco después, de la muerte del asegurado. Generalmente
es un monto constante durante el término de la pdliza.

Una péliza de seguro es un contrato financiero que garantiza
el pago de una indemnizacién (suma asegurada), b; al asegurado
o beneficiario si ocurre un evento especifico (Ilamado siniestro)
durante un perfodo de tiempo definido (término de la pdliza).

Una pdliza de seguro es un acuerdo contractual entre dos
partes principales: el tomador del seguro (policyholder) y la
aseguradora (insurer). Este contrato define las obligaciones de
ambas partes, estableciendo un intercambio econémico y una
transferencia de riesgos bajo términos especificos.

Prima

Aseguradora Seguro Asegurado

nefici

La prima (premium) es el pago estipulado que el tomador del
seguro acuerda realizar a la aseguradora como contraprestacion
por la cobertura ofrecida. La prima puede ser tnica, periédica
o ajustada en funcidn del tipo de producto asegurador y las
caracteristicas del riesgo asegurado.

El seguro (insurance) representa la cobertura contractual
provista por la aseguradora. Esta cobertura implica el compro-
miso de la aseguradora de pagar un beneficio (0 una serie de
beneficios) definidos al ocurrir un evento especifico.

El beneficio (benefit) es la prestaciéon econdmica que la
aseguradora otorga al tomador del seguro o a un beneficiario
designado. Este beneficio puede ser una suma asegurada fija,
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una renta periddica o cualquier otra forma de compensacién
establecida en la pdliza.

El evento asegurado es el desencadenante del beneficio, es
un evento especifico (por ejemplo, fallecimiento, invalidez, ac-
cidente, entre otros). Este evento debe estar claramente definido
en los términos del contrato.

Calculo Actuarial

El célculo actuarial se puede explicar como un marco
matemdtico diseflado para evaluar de manera justa y precisa los
compromisos financieros asociados a productos de seguro y
pensiones. Este enfoque se centra en tres aspectos principales:
determinar el valor justo de la péliza, calcular las primas
justas que debe pagar el asegurado, y establecer las reservas
matemadticas necesarias para que la aseguradora cumpla con
sus obligaciones futuras.

El proceso sigue un flujo 16gico que comienza con el calculo
del valor presente actuarial, el cual se convierte en la base
para determinar la prima justa y las reservas matemdticas.

El valor presente actuarial (VPA) es el punto de partida
del célculo actuarial. Representa el valor esperado, descontado
al presente, de todos los flujos de efectivo futuros relacionados
con una pdliza, ya sean pagos de beneficios (compromisos de la
aseguradora) o pagos de primas (ingresos para la aseguradora).
Este concepto captura tanto el riesgo del evento asegurado
como el valor del dinero en el tiempo. El cdlculo del valor
presente actuarial implica:

1. Modelar la probabilidad de ocurrencia del evento asegu-
rado (como la muerte en un seguro de vida) utilizando
funciones de supervivencia o mortalidad.

2. Aplicar el descuento financiero adecuado para reflejar el
valor del dinero en el tiempo.

3. Evaluar el valor esperado de los flujos de efectivo futuros.

Una vez calculado el valor presente de los beneficios futuros,
el siguiente paso es determinar la prima justa que el asegurado
debe pagar. La prima justa asegura que el contrato sea equili-
brado, es decir, que el valor presente actuarial de los ingresos
esperados de primas sea igual al valor presente actuarial de los
beneficios esperados, a este equilibrio, es llamado el principio
de equivalencia actuarial.

Finalmente, una vez que se establecen los compromisos
futuros (beneficios) y los ingresos (primas), el cdlculo actuarial
se enfoca en determinar la reserva matematica que es el monto
que la aseguradora debe mantener para garantizar que puede
cumplir con sus obligaciones futuras en cualquier momento
durante el término de la péliza.



7. SEGURO DOTAL PURO

Estas definiciones estdn basadas en el material presentado
en el libro Bowers er al. (1997), que proporciona una base
exhaustiva para los modelos matemadticos utilizados en la ciencia
actuarial, abordando conceptos fundamentales como los seguros
de vida, anualidades y célculos de reservas técnicas.

Modelo del Seguro

Un seguro dotal puro a n afios proporciona un pago al
final de los m afios si, y s6lo si, el asegurado sobrevive al menos
n afios desde la emision de la pdliza. Si el monto pagadero es
una unidad, entonces

0 Ty <mn,
by = - 43
Te {1 Ty > n, (43)

Dado que se asume una de interés constante (fija) y determinista
entonces )
att) =0t =" t>0. (44)

Por lo tanto la variable aleatoria que denota el valor presente
del pago del beneficio de un dotal puro es

1 0 Tz S n,
L) = 45
z:n| {U" . bn Tx > n, ( )

donde T’ es la variable aleatoria de tiempo hasta fallo de un
asegurado de edad x.

El tnico elemento de incertidumbre en el seguro dotal puro
es si se producird o no una reclamacién. El tamafio y el momento
del pago, si ocurre una reclamacién, estdn predeterminados.

La expresién (45) puede escribirse como

1
Zpim = " V1, 5n) (46)
donde 17, ~} es el indicador del evento de supervivencia
hasta la edad = + n. Entonces
Il{Tgc>n} =1,

si el asegurado sobrevive hasta la edad  + n y toma el valor
de 0 en caso contrario. El valor actuarial presente del seguro
dotal puro a n afios tiene dos simbolos

Ay 6 nFEa.
Calculando la esperanza matemdtica de Zz:%:
1 1
Aw:m = ]E[Zw:m} =" E[l7,>,] = 0" e, (47)

donde np; = P[Ty; > 0] es la funcién de supervivencia, la
probabilidad que un asegurado de edad x sobreviva al menos n
afios.

Sintetizando el desarrollo, se obtiene la siguiente definicién.

Definicion 7.1. Seguro Dotal Puro Continuo a n aios

Un seguro dotal puro continuo a n afios, es aquel que
proporciona un pago unico de 1 unidad monetaria al final de n
anos, sujeto a la condicion que el asegurado sobreviva al menos
n afios desde la emision de la poliza. Su variable aleatoria de
valor presente del pago del beneficio es

ZI:% = Un]l{Tm>n}7 (48)

cuyo factor de descuento depende de una fuerza de interés
determinista y constante i:

ot =T (49)
El valor actuarial presente es

nFe = Am:% =E [Zm:%] =v" npa. (50)

Primas de Beneficio

Las primas constituyen los pagos realizados por los toma-
dores de la pdliza para acceder a la cobertura ofrecida por la
aseguradora. Existen varios tipos de primas, las cuales se clasi-
fican dependiendo de los elementos considerados en su cédlculo.
En esta seccidn se hace uso s6lo de la prima de beneficio.

La prima neta, también conocida como prima de riesgo,
prima de beneficio o prima matemadtica, es aquella que esta
disefada exclusivamente para cubrir los beneficios asegurados.
Este célculo no incluye ninguna consideracion por los gastos
operativos o administrativos de la aseguradora.

En el cdlculo actuarial de primas, el principio de equivalen-
cia es un fundamento técnico esencial que asegura el balance
financiero entre los beneficios futuros y las primas cobradas.
Este principio es clave para determinar las primas netas en
productos de seguro, asegurando que los compromisos futuros
de la aseguradora estén respaldados por los ingresos de las
primas.

Segtin el principio de equivalencia, la prima se establece de
tal manera que:

VPA de los beneficios futuros (en ¢ = 0) = VPA de las primas futuras (en ¢ = 0)
(5D
El principio de equivalencia establece que el valor presente
esperado de las primas debe ser igual al valor presente esperado
de los beneficios de una pdliza de seguro.

Modelo para la Reserva

Estas definiciones son extraidas en el material presentado en
el libro de Mgller y Steffensen (2007), el cual explora técnicas
modernas de valoracién de mercado aplicadas a los seguros



de vida y pensiones, destacando el uso de modelos financieros
para la evaluacion de pasivos y la gestion del riesgo.

Como se describié anteriormente, una reserva es el monto
que una aseguradora necesita mantener en un momento dado
para cumplir con las obligaciones futuras asociadas a las pdlizas
en vigor. Se determina considerando:

1. Flujos de efectivo futuros: incluyen pagos de beneficios
(siniestros, vencimientos) y primas futuras.

2. Bases actuariales: conjunto de supuestos sobre tasas de
interés, mortalidad, morbilidad y costos.

Se clasifican las reservas segtin su propésito y método de
célculo. Los principales tipos tratados son

1. Reserva Retrospectiva: se calcula acumulando las pri-
mas pagadas hasta el momento, menos los beneficios ya
pagados y los costos asociados.

2. Reserva Prospectiva: representa el valor actual esperado
de los flujos de efectivo futuros de la pdliza, desde el
momento actual hasta el vencimiento.

3. Reservade Mercado: es unareserva prospectiva calculada
bajo supuestos realistas o de tercer orden, considerando las
tasas de interés libres de riesgo y los riesgos de mercado
actuales.

El objetivo del estudio es desarrollar una reserva de mercado
para un portafolio de seguros dotales puros.

Las bases actuariales son conjuntos de supuestos o pardme-
tros utilizados para calcular valores actuariales como primas,
reservas técnicas y otros componentes clave en seguros y pen-
siones. Estas bases son fundamentales porque determinan c6mo
se modelan los flujos de efectivo y los riesgos asociados con
contratos de seguros y pensiones.

Existen varios tipos de bases actuariales, clasificadas se-
gtn el propésito y el nivel de realismo que incorporan. Los
principales tipos son:

1. Base de Primer Orden (conservadora): es una base
extremadamente conservadora, disefiada para garantizar
el principio de equivalencia actuarial. En esta base se fija
una tasa de interés constante que satisfaga el principio de
equivalencia. La funcién de descuento correspondiente es

a 1(t):vt:e i 257
donde 7" es la tasa que se usa en esta base.

2. Base de Segundo Orden: representa una aproximacion
mds realista de los flujos de efectivo esperados, utilizada
para reflejar mejor las condiciones actuales del mercado.
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3. Base de Tercer Orden o Base Real: refleja las condiciones
reales de mercado y se utiliza para valoraciones de merca-
do. Se basa en datos reales y fluctuaciones del mercado.
En esta base, se intenta modificar la funcion de descuento
que se usa en la base de primer orden, de tal manera que
dicha modificacion refleje el valor del mercado.

El andlisis principal de este trabajo es ver la construccién de
una reserva de un portafolio de seguros dotales puros usando
una base actuarial de tercer orden. ;Qué modificacién se
implementa para reflejar las condiciones del mercado? El
uso de bonos cupén cero. Esto se debe a que tanto el seguro
dotal puro como el bono cupdn cero comparten una estructura
similar que los hace particularmente atractivos en términos de
planificacién financiera y gestion de riesgos:

1. Pago tnico garantizado al vencimiento:

= Ambos instrumentos estan disefiados para realizar
un tnico pago en una fecha especifica y conocida
desde el inicio. En el caso del seguro dotal puro, este
pago se realiza al asegurado al vencimiento de la
poliza, siempre que sobreviva; mientras que, en el
bono cupén cero, el emisor entrega el valor nominal
del bono al vencimiento.

2. Ausencia de flujos intermedios:

= Ninguno genera pagos peridédicos durante su vigen-
cia, eliminando el riesgo de reinversién asociado a
los flujos intermedios. Esto simplifica la gestion del
pasivo, ya que Gnicamente se necesita garantizar que
los recursos estén disponibles en el momento del

pago.
3. Facilidad en la gestién del pasivo:

= Dado que el monto y la fecha de pago son ciertos,
la aseguradora o el emisor solo deben concentrar-
se en fondear ingresos suficientes para cubrir el
pasivo en el vencimiento. Esto permite enfocarse
exclusivamente en la gestion del riesgo de la tasa
de interés (para garantizar retornos adecuados) y el
riesgo de mortalidad (en el caso del seguro dotal
puro). Ademads el riesgo de mortalidad se puede
reducir aumentando el nimero de asegurados en el
portafolio.

Reserva Prospectiva con Base de Primer Orden

Se utiliza el enfoque propuesto en
M@lleryStef fensen (2007) para construir el porta-
folio y reserva para los seguros dotales puros. Se considera un




portafolio compuesto por ¢, asegurados, todos con la misma
edad inicial x en tiempo 0. Se emiten pdlizas idénticas de
seguros dotales puros a n afios (usando la definicién 7.1) con
una suma asegurada de 1 unidad monetaria. De esta manera se
establece las siguientes suposiciones estdndar:

1. Todos los asegurados del portafolio T;, Tg, e Tf”” tie-
nen la misma ley de supervivencia

_ Z:c+t

t
- ds
pr = —e f() Hzts ,
Ly

donde p es la fuerza de mortalidad

; 1
Pt 1= dtlil(lﬁ all’[t < Ty <t+dt|Te > t].

2. La fuerza de mortalidad u es una funcién determinista.

3. Los contratos estdn financiados mediante una prima tGnica
7o pagada al inicio.

Dado que no es posible predecir exactamente el nimero de
asegurados que sobrevivirdn hasta el tiempo n, se considera
el comportamiento esperado. En un portafolio suficientemente
grande, la Ley de los Grandes Niimeros

n
- 1 P
i=1

asegura que el nimero real de supervivientes converge al
nimero esperado.

= Se introduce el indicador

Loy 62
que indica si el asegurado j-ésimo sobrevive hasta el

tiempo n.
= El nimero promedio de supervivientes en el portafolio es

La

1

7 2 Nresny 3
j=1

= Por la Ley de los Grandes Numeros

‘ez

lp— 14

x 00 npe = m;—n
T

Lrson (54
1

L
Ew -
J=

1N

Esto implica que, para un portafolio suficientemente grande, el
ntmero de asegurados que sobreviven estd dado aproximada-
mente por

Ly
1 &
F E H{Tj>n} S ‘nPxr = €z+n~ (55)
- z
j=1

Cada asegurado paga una prima tinica mq al tiempo ¢t = 0.
Los siguientes supuestos se aplican al andlisis:

1. El nimero de sobrevivientes al tiempo n estd dado por
é:r+n
Lytn =Lz - npz.

2. Cada sobreviviente al tiempo n recibe una unidad de
beneficio.

De lo anterior, el beneficio total pagado a los sobrevivientes
al tiempo n es igual a £, 4, El valor presente de este beneficio
al tiempo 0 se denota por

a_l(n) Ay,
donde a=1(n) = e~ fo 9% por otro lado, dado que las

primas £, - 7o se pagan en la emision de las pdlizas ¢ = 0, su
valor presente es simplemente igual a

by - Q.
Por lo tanto, la pérdida en emision del asegurador es
0L = lysn-a (n) — Ly -mo. (56)

Para garantizar que el contrato sea justo desde el punto de
vista financiero, el principio de equivalencia requiere que la
pérdida del asegurador sea igual a cero. Es decir

oL =0— EHna_l(n) = {y - T,

resolviendo para la prima 7, se obtiene la prima tinica justa al
tiempo 0

-1 n-
_Agyn-a " (n) ;
by

sds

0 = nps-e€ Jo iss. (57)
Es importante recalcar esta prima se cumple si y solo si la
funcién de descuento es determinista, en caso contrario las
tasas o tasa de interés futuras no son conocidas en tiempo 0,
lo que implicaria que no se conoce "t (t) en el momento de
vender el contrato (tiempo de emisién). Por lo tanto no se puede
establecer esta prima.



Definicion 7.2. Portafolio de Seguros Dotales Puros Continuos
con base actuarial de primer orden.

Un portafolio de seguros détales puros continuos estd
compuesto por Ly asegurados, cada uno de ellos con la misma
edad inicial (x) en tiempo de la emision de la péliza (t = 0),
bajo las siguientes condiciones:

1. El niimero de asegurados que sobreviven hasta un tiempo
n estd dado por

€z+n =y - nPx, (58)

t
z+sdS ..
donde npy = % = efo Hate@5 'y 1 es determinista.
2. Cada asegurado sobreviviente al tiempo n recibe un
beneficio unitario.

El beneficio total pagado a los sobrevivientes al tiempo n es
Lotn =Ly - nDx- (59)

Cada asegurado paga una prima tinica mg al inicio del contrato
(t = 0), la cual satisface el principio de equivalencia actuarial

70 = npe e o 0. (60)

La variable de pérdida del asegurador en la emision estd dada
por
0L = lyin-a (n) — Ly - . 61)

8. RESERVA DE MERCADO (BASE ACTUA-
RIAL DE TERCER ORDEN)

Se modifica la reserva prospectiva con base de primer orden
desarrollada anteriormente. Se busca crear una reserva con base
de tercer orden, es decir, que refleje las condiciones “reales”
del mercado. En libro Mgller y Steffensen (2007), se demuestra
que esto se logra via una cobertura con bonos cupén cero. A
continuacién se describe dicha cobertura.

Cobertura via Cupdn Cero

La estrategia busca replicar los pasivos del asegurador
mediante la inversién en instrumentos financieros.

El siguiente desarrollo se asume una fuerza de interés de-
terminista. Se considera un asegurador que invierte al tiempo
t = 0 en ¢k unidades de un bono cupén cero con vencimiento
en n. La pérdida en emisién ajustada del asegurador, con-
siderando la cobertura mediante bonos cupén cero, estd dada
por

0L = lyina ™ (n) — by - 7o + luk [P(O7 n)—1 -a_l(n)}
(62)
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al reorganizar los términos en la ecuacién anterior
0L = (byin — lor)a” (n) + £y [kP(0,n) — mo]  (63)

para que o£ = 0, se deben cumplir dos condiciones:

1. k= z”@*" = npaz, es decir, el asegurador debe adquirir

x

bonos en proporcién al nimero esperado de sobrevivientes.

2. o = npz - P(0,n), lo que implica que la prima justa
al tiempo ¢t = 0 es igual al precio del bono cupén cero
multiplicado por la probabilidad de supervivencia hasta n.

Por lo tanto, la prima justa obtenida,
7m0 = npz - P(0,n),

corresponde al precio al tiempo O de un bono cupén cero con
vencimiento n, ponderado por la probabilidad de supervivencia
de los asegurados hasta ese tiempo, lo cual es intuitivo.

En un portafolio con ¢; asegurados, el asegurador debe
adquirir 4z - npz = fg+n boOnos cupdn cero para igualar
exactamente el niimero esperado de sobrevivientes. Al cumplir
las condiciones anteriores, se logra replicar los pasivos del
asegurador. Esto significa que el valor de los bonos adquiridos
al tiempo ¢ satisface

by - npe - P(t,n) = bgin - P(t,n),

de esta manera, el valor de los activos (bonos cupdn cero) es
igual al valor de los pasivos (beneficios garantizados) para
cualquier desarrollo futuro de los precios de los bonos.

El valor de mercado de los pagos garantizados no depende de
la estrategia de inversion especifica de la compafiia aseguradora.
Esto se deriva del argumento de cobertura: cualquier desviacion
de los precios de los bonos respecto a su valor de mercado
permitiria generar ganancias libres de riesgo (arbitraje). Por lo
tanto:

= El valor de mercado de los pasivos es igual al de los activos
replicantes.

= Cambios en el precio de los bonos afectan de manera
simétrica tanto los activos como los pasivos.

Finalmente, el valor de mercado de los pagos futuros garan-
tizados, V9 (t) es

VI(t) = lott - 7—tPavt - P(L,T). (64)

La implementacién del bono cupén cero P(t,n) en la
pérdida en emision (la pérdida en emision ajustada), permite
hacer la valoracién mediante el enfoque de la base actuarial de
tercer orden, pues P(t, n) puede ser observado en el mercado.

En el desarrollo anterior se estableci6 el convenio que la
fuerza de interés, 7, que se utiliza en la funcién de descuento,



a”t (t), es determinista, lo que implica que la prima usada para
cada pdliza debe ser forzosamente

7fTZ:ds
T =Tpz-e Jo .

Es de interés el caso donde las tasas de interés son estocas-
ticas, lo que introduce mayor complejidad en el cdlculo de la
pérdida en emision de la aseguradora. Para el mismo portafolio
que se ha desarrollado previamente con base actuarial de pri-
mer orden, se establece que la fuerza de interés utilizada, i; es
estocdstica, es decir

T -
— i1sds
O,C:Zw_;'_T‘e fo _ZCE"TFOa

donde 75 es un proceso estocastico.

Entonces, los célculos relacionados con la cobertura del
seguro dotal puro continuo se realizan utilizando la tasa de
interés del mercado, que es un proceso estocdstico. Este
andlisis se centra en como estas tasas afectan la acumulacién
de primas y la valoracién de los pagos futuros garantizados.
Aunque se ha demostrado en la seccién previa que el riesgo
del asegurador podria cubrirse perfectamente invirtiendo en
bonos cupén cero con vencimiento 7', en la prictica, estos
bonos podrian no estar disponibles. Como alternativa, se
considera la inversion de las primas en una cuenta bancaria
que genera intereses a corto plazo (o instrumentos financieros
equivalentes, como swaps). Este planteamiento considera la
realidad del mercado, donde puede ser complicado acceder a
bonos con caracteristicas especificas.

Si las primas se invierten en una cuenta de ahorro (cuenta
monetaria) desde el tiempo ¢t = 0, su valor acumulado al tiempo
t estd dado por:

sd
APrima(t) = (le - 770)6‘[0 R (65)
donde s es un proceso estoc4stico.

Cuenta Total sin Swap

En lugar de analizar la pérdida en emisién de la aseguradora

Obligaciones de la Aseguradora (Beneficio del Dotal Puro)-
Activos Totales (Primas cobradas al Asegurado)

se hace andlisis de la cuenta total de la aseguradora U (t).
Cuando la compafiia no participa en contratos de swaps, la
cuenta total U (¢) es la diferencia entre las primas acumuladas
y el valor de mercado de los pasivos al vencimiento 7":

1. En el tiempo ¢: La cuenta total sin la implementacién del
swap es

U(t) = Aprima(t) -V (t):

t -
 d
=fy -7 - efo o8 *€m+t CT—tPx+t -P(t,T),

t - *
=LyyT ef" (eis)ds _ Loyr - P(t,T),
t = =k
= £$+T |:ef0 <ls_15)ds — P(t, T):| .
(66)

2. En su vencimiento 7"

U(t) = Aprima (t) -V (t)7

T 67
=Lyyr (efo (—is)ds _ 1> . ©7)

esta ecuacion describe el valor terminal de la cuenta en una
estrategia en la que las primas se invierten en una cuenta
de ahorro o en bonos de muy corto plazo, sin participacién
en swaps.

Afadiendo la implementacion del swap de interés, la cuenta
total se define como sigue

U(t) = APrima(t) + HSWHP(t) -V (t): (68)

de esta manera, se consideran tanto los pagos realizados como
los recibidos, asi como el valor de mercado de los flujos futuros.

La razon principal para analizar esta cuenta, y no directa-
mente la variable de pérdida £, radica en:

1. Actiia como un indicador de la suficiencia de los activos
frente a las obligaciones. Una cuenta U (¢) no negativa in-
dica que los activos disponibles (incluyendo los derivados
financieros) son suficientes para cubrir las obligaciones
garantizadas.

2. Permite evaluar como las estrategias de cobertura via
instrumentos financieros (como swaps de tasas de interés)
afectan la capacidad de la aseguradora para cubrir sus
obligaciones. En este caso, se compara la cuenta con swap
y sin swap, para cuantificar en términos de ganancias, el
impacto de implementar dicha cobertura.

3. A diferencia de la variable de pérdida £ , que se enfoca
Unicamente en la discrepancia entre las obligaciones futu-
ras descontadas y las primas recolectadas, U (¢) permite
incorporar efectos dindmicos del mercado, como cam-
bios en las tasas de interés y ajustes en la estrategia de
cobertura.



La raz6n del andlisis de las variables de pérdida en emision
con una base actuarial de primer orden (£) y de tercer orden
(L), es para identificar la correcta estructura de los pasivos con-
tingentes (obligaciones/valores garantizados) y de los activos
(primas) de la aseguradora.

9. COBERTURA VIiA SWAP

En esta seccion se analiza el uso de swaps de tasa de interés
como una estrategia de cobertura para gestionar las obligaciones
financieras de una aseguradora en contratos de dotacién pura
continuos. A continuacién se describe la cobertura via swaps
de tasa de interés presentada en Mgller y Steffensen (2007).

Swap

Un swap es un contrato financiero mediante el cual dos
contrapartes acuerdan intercambiar flujos de pagos en el futuro,
basados en diferentes estructuras de tasas. La tasa swap k(t,T')
se define como la tasa que iguala el valor presente de dos flujos
de pagos
1-P(t,T)

[P,y dr

k(t,T) =

Cuando los precios de los flujos de pagos coinciden en ¢, los
valores de mercado de los flujos intercambiados son equivalen-
tes. Esto implica que dos partes pueden realizar un intercambio
de flujos sin realizar pagos adicionales.

Un receiver swap es un contrato de swap en el cual una
contraparte paga una tasa variable ¢ = 7 y recibe los cupones
acumulados a una tasa fija ¢ = k. Esto ocurre cuando la
contraparte recibe los pagos basados en la tasa fija .

Un payer swap el propietario del contrato recibe los cupones
calculados con ci (tasa variable) y paga los cupones basados en
¢ = k (tasa fija). La contraparte paga la tasa fija.

Relacion entre Tasas de Swap y Tasas Forward

La tasa swap puede ser reescrita utilizando las tasas for-
ward instantdneas f (¢, T), que representan las tasas de interés
instantdneas implicitas para el perfodo [t, 7]:

1-PtT)=1—¢ Jlrwna

/ f —f; f(t,s)ds dr,
:/ f&,n)P(t,7)dr.
t
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Al sustituir la expresién anterior en la ecuacion de la tasa swap
k(t,T) se expresa como

w(.T) = ft T P(t,T)dr ’

ft P (t, T)dr
esta expresién muestra que la tasa de swap estd directamente
relacionada con la curva de tasas forward, y describe como las
tasas de swap pueden considerarse promedios ponderados de
las tasas forward en el intervalo [t, T'].

Los precios de los bonos cupén cero P(t,T') pueden ser
determinados recursivamente a partir de una curva de tasas de
swap k(t,T)

T—h
/ P(t,7)dr + P(t,T)h,
t

para un pequefio h , se puede escribir la aproximacion del precio
de bono como

T—h

L—x(t,T) [, ~ P(t,7)dr

Pt T)~ 1+ Ii(t, T)h

Los precios de los bonos cupén cero también pueden expre-
sarse en términos de la curva de tasas de swap como

T .
P(t,T) :1—/<;(t,T)/ e~ SRt ds )
t

Swap de la Aseguradora

Se asume que la compaiifa entra en una posicion de receiver
swap, con N = € - wo(1 + €) contratos, donde € es un factor
adicional para ajustar el tamafio del contrato swap. En este
swap, la aseguradora

1. Recibe una tasa fija x, denominada tasa strike del swap.

2. Paga una tasa flotante i;, correspondiente al mercado.

Este esquema asegura que los flujos de ingresos (tasa fija) se
utilicen para cubrir las obligaciones futuras, mientras que los
pagos flotantes representan un riesgo financiero.

El valor presente al tiempo ¢ = 0 de los flujos de un swap
unitario estd dado por

T T
/ e Jo (5 _7)dr. (70)
0



Cuenta swap

El valor del swap en el tiempo ¢ se denota por ITswap (%),
y representa una cuenta en la empresa que acumula los flujos
pasados y descuenta los flujos futuros, ajustados al interés de
mercado 7. Inicialmente, en t = 0, se establece

NE®

T Tied
/ eift B ki) dr | Ry

t

T Tied
—NE® / eift e dr | Fy
t
T ..
— NEQ [/ e_fz z“dszr dTlJ:t:| ;
Jt

T
=NH,/ P(t,7)dr
Jt

o
_ NEQ {1 —e jt tads \]“t} R

awap(0) = 0.

En el tiempo ¢, el valor de la cuenta swap se define como

t t - d
Iswap (t) :N/ efr =k — ) dr,
0

:Nﬁ/;T P(t,7)dr — N(1—P(t,T)).

ol /7 e, 73)
+ NE ; e (k—ir)dr | Ft|. Finalmente, la cuenta swap es
(71)
t f d r
t . is 5
- N/ efr bs ds(li —ir) dt representa los flujos netos Mswap () =N / /t P(t,7)dr
0 74
acumulados desde el inicio del contrato hasta ¢. f 7.ds
T has, - N — P(t,T)
= NE® / e Jv " (k—1ir)dr | Fi| refleja el va-
t

lor presente esperado de los flujos futuros del swap, des-

- Cuenta Total
contados al tiempo actual ¢.

La cuenta total U (t) se define como
El primer término, relacionado con los flujos acumulados hasta
t, se transforma a
U(t) :Aprima(t) + H%WHP(t) -V (t)7

t T
i isds
N/ f zﬁds (k—3r dT—N:‘i/ f zsds =l - Woef +N/<L</ f dr +/t P(t,7) T>

f T dss - N (efoy lds _ P(t,T)) — byt - T tPo+t - P(lf7 T)

— N/ € s (Zd dT, (75)
Si se asume que € = 0, lo que implica que N = ¥ - mp, la

—N/s-/ f isds g ecuacion de U (¢) se simplifica a

- N [/ d (eff, ist)} ) U(t) =by -moP(t,T) — Lo+t - 7—tPatt - P(t,T)

t t-d T
0 t

isds toy t t . T
- N |: f — 1:| . :’ingrTe fo itds < f is dsd +/ P(t,T)dT)
0 t

(72)
T -y
i PT) (1= o T
El segundo término, el valor presente de los flujos futuros et T (®, ) < e
del swap en t se reformula como (76)



el valor inicial de la cuenta ¢ = 0 de la cuenta total es

U(0) = £y - mo — L - pp P(0,T),

I 77)
=lyir [e Jy iras —P(O,T)} ,
al vencimiento ¢t = T, la cuenta total es
T, T T.
U(T) =ty irre Jo izas / of. sy,
0 (78)

T -y
— Ly (1 —e fu zsds) .

La cuenta total U(¢) es una herramienta esencial para
monitorear la solvencia de una aseguradora. Su formulacién
permite un andlisis del impacto de las primas, swaps y el valor
de los pasivos en el tiempo. Este modelo conecta directamente
las matemadticas actuariales con la gestién del riesgo financiero
mediante el uso de derivados financieros.

Swaption

Un swaption es una opcién financiera que da al titular
el derecho, pero no la obligacion, de entrar en un contrato
de swap en una fecha futura predefinida 7p. En esta sec-
cién, se analiza de la cuenta swaption. En el trabajo de
M@llerySte f fensen (2007) se brinda el desarrollo del valor
del mercado del swaption, empero no desarrolla la implementa-
cién del swpation para la cuenta de la aseguradora.

Un receiver swaption otorga al titular el derecho, pero no la
obligacion, de entrar en un receiver swap en una fecha futura
determinada 7j. En este tipo de swap, el titular paga flujos
flotantes basados en la tasa de interés de mercado y recibe flujos
fijos al tipo . Un agente adquiere una receiver swaption para
cubrirse contra caidas en las tasas de interés o especular sobre
una baja futura en estas tasas, esto pues una disminucién en las
tasas reduciria los flujos de ingresos provenientes de inversiones
o contratos de deuda. En caso de que la cuenta del swap Ilswap
sea negativa en su vencimiento 7' (stap(T) < 0), es racional
no ejercer la opcion sobre dicho swap subyacente.

El valor presente en Ty de un receiver swap se calcula como
la diferencia entre el valor presente de los flujos fijos a recibir y
los flujos flotantes a pagar. Matemadticamente, se expresa como

T T -
- - 15 ds
/ (k—1ir)e fTO dr,
To

el precio de un receiver swap en 1 es

T
P(Ty, T)—1— n/ P(Ty, 7)dr, (79)
To
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por lo tanto, el precio antes de la fecha de ejercicio Tp (es decir,
ent < Tp)es

T +

Q —fTO isds
E~ |e Jt P(Tp,T)-1-k P(Ty,T)dr
To

donde (-)* = méx(-,0), indica que s6lo se considera el valor
positivo, ya que el swaption no se ejerce si no resulta favorable.

Es de importancia notar que, aunque la aseguradora decida
no ejercer el derecho, deberd cubrir la prima para adquirir el
contrato swaption. Por lo cual, la aseguradora debe contemplar
esta obligacion.

La cuenta del swaption se define en dos etapas dependiendo
del tiempo ¢, en relacién con la fecha de ejercicio Tp:

= Antes del ejercicio: para t < Tp, la cuenta refleja el valor
del contrato receiver swap para entrar al contrato swap. Se
calcula como:

Q| - 703 ds r
EQ | /@/ P(Ty, 7)dr — [1 — P(Ty, T)]
To

= Después del ejercicio: para t > Tp, si el swaption es
ejercido, la cuenta del swaption coincide con la cuenta
de un receiver swap Iswap (t = Tp), la cual ya se definié
anteriormente.

Cuenta Swap Incierta

En las secciones anteriores se ha demostrado que se puede
implementar una tasa de interés que participe en el mercado,
haciendo uso de procesos estocdsticos para la fuerza de interés.
Ahora se pretende demostrar que es posible adaptar el modelo
actuarial bajo el marco de procesos inciertos. Se utiliza la misma
estructura de flujos de la cuenta swap desarrollada bajo una
medida de probabilidad Q, Ilswap (t) Para crear la cuenta swap
incierta TTewap(t), s6lo se establece que la fuerza de interés
siga un proceso incierto, es decir, su dindmica se rige bajo el
modelo de Chen y Gao

diy = (1 — aiy)dt + odCs.

El valor presente en ¢ de los flujos futuros que dependen de
q B d

Fi

)

Fi



S t~ .
una fuerza de interés incierta ¢ es donde fT 1sds se desarrolla como sigue

T 7fTZ ds ~ T 7fTZ ds t t
/ e Jv * T (k—1ir)dr| =E / e Jo *Tkdr /%sds:/ H+e—a5 EO,H +O/ T840, | ds,
¢ t - r L@ a 0
[T o t
—E / e*ft i déif dr i _ [H + e—as ('Z~ ﬁ dS +o (w anCUdS
! ;o La a’ 0 7

E

—H/tT_E {e*ﬁ’zﬂds}dT =2“—a(t77)+<g0,%> <eaTa_ )
T .
—F /t d(e_f:, sts)], U/t [6av7at71} dCy,
T-~ ! —art —at
:n/t P(t,7)dr :%(t—f)—i— (;O_H> (e —e )

-E 17e7ft;‘*d5], - t t
, - |:eat / e dCy + / dC’v] ,
T T
:K/t A(t,7)B(t,7)dr (85)
- [1-P(t,1)],
T ademds, se observa que
:H/ A(t,7)B(t,7)dr
t t e—at _ o—ar
-1 =A@ T)B(1,T)], / edCy ~ N (0, > , (86)
(30) T a
definiendo lo siguiente:
y
1. A(t,7): t
/ dCy ~ N(0,t — 7). &7
A(t,7) = acese (), (81) -
y a se define como Por lo tanto, la cuenta del swap incierto en t es

_ d t“‘sd
] L A R | B S N&/ el {f -1

a

+N/<;/ A(t,7)B(t,7)dr — N [1 — A(t,T)B(t,T)],

2. B(t,7):
f is ds
=Nk A(t,T)B(t,T)dT
B(tj»r) — e M;;”7%(507%)(6_‘”76_‘”) (83)
-N [ Jo s A(mT)B(t,T)} .
El valor acumulado a tiempo ¢ de los flujos pasados es (88)
t
/ e"tzsds(/{—{T)dT -k 2 L eds g _/ f tsds *irdr, Cuenta Total Incierta

0

Al igual que en su homélogo probabilista, la cuenta total de
/ f is ds |: f isds 1] la aseguradora bajo el marco incierto es
— s —1,

(84) U(t) = Aprima(t) + I:ISWap(t) -V (t)y (89)



donde
A1) = (02 m0) - eJo
TO = TPz € Ji *
diz = (p — aiy)dt + oCy, (90)
VI(t) = lust - 7—patt - P(8,T),
P(t,T)=E |:e Sl ds} = A(t,T)B(t,T),

recordando que 7; es la fuerza de interés de la base actuarial de
primer orden. Por lo tanto

t t d T
+ Nk efr e SdT+/ A(t,7)B(t,7)dr
0 t

-N |:ef0t Lds A4, TVB(, T)]

— Lyt T4zt - AL, T)B(t,T),
©On

estableciendo que N = /¢, - g, entonces

T~
O(t) =(ls - 70) - edo =%
Eopes T
eff ts Sd7+/ P(t,7)dr
t

t . ~
—Zw =T |:Ef0 tads — P(t,T):|

+ by ok
0

—Llatt - T—tpatt - P(4,T),
Tow oy t t= o T ~
:n-ﬁw_,.T-effo s ds |:/ efr Z‘“dde-i-/ P(t,T)dT:|
0 ¢

T -y
— Loy P(2,T) {1 —e Jo 7 ds} .
92)
La cuenta total en su vencimiento (T°) es

T, T ..
U(T) :Z$+Tﬁei fo g ds/ efﬂ- 'LsdsdT
0

T -y
— Lyt {1 —e fo bs ds]

93)
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Cuenta Total sin Swap Incierto
La cuenta total sin la implementacién del swap incierto es

U(t) = Aprima(t) — V(1)
1~
=fy -7 - 6\[0 isds — £m+t “T—_tPx+t - P(t, T),

t . -
- edo G g BT,

=lyiT |:ef0 (t=3)ds _ P(t, T):| .

94)
en su vencimiento (7°) es
U(T) = Aprima(T) = VI(T),
L

El desarrollo presentado en esta seccién evidencia que el modelo
actuarial de interés es capaz de incorporar procesos inciertos
para la fuerza de interés. De este modo, se introduce una nueva
alternativa dentro del modelo de reserva de mercado: la reserva
de mercado incierta. Para implementarla, basta con sustituir
el modelo (3.1) por el modelo (5.3) en el modelo actuarial de
la cuenta total de la aseguradora (78).

Ejemplo Numérico

Ahora que se ha formulado el modelo de la reserva de
mercado para un seguro dotal puro bajo dos marcos distintos:
uno estocdstico, basado en la medida de probabilidad, y otro
incierto, fundamentado en la teoria incierta de Liu. Se pro-
cede a su implementacién numérica con el fin de ilustrar su
comportamiento practico.

El propésito de esta implementacion no es desarrollar ni
analizar métodos avanzados de simulacién ni técnicas de pro-
gramacion, sino evidenciar que el uso de un instrumento de
cobertura como el swap permite reducir la ocurrencia de even-
tos extremos en la cuenta total de la aseguradora. Se busca
mostrar al lector que este tipo de cobertura puede aplicarse con
éxito desde dos perspectivas distintas: una probabilistica y otra
incierta, dependiendo de cémo se modele la aleatoriedad de la
tasa de interés.

El andlisis se realiza sobre un seguro dotal puro pagadero
a vencimiento. No se considera mortalidad ni cancelacion,
permitiendo centrar el estudio exclusivamente en la componente
financiera del modelo. Se exploran dos horizontes temporales
representativos: 1" = 5 aflos y 1" = 15 afios.

En el marco estocastico, se utiliza el modelo de Vasicek
(3.1) para modelar la tasa de interés. En el marco incierto, se
emplea el modelo de Chen y Gao (5.3). Para cada enfoque,

q B d

' 7

i, P,



se simulan trayectorias de la tasa y se calcula el valor de la
cuenta total de la aseguradora en su vencimiento (78). El interés
principal es observar como varfa la distribucién de esta cuenta
al incluir instrumentos de cobertura.

No se profundiza en los detalles técnicos de la implemen-
tacion ni en los aspectos computacionales del modelo, pues
este no es el objetivo del trabajo. En lugar de ello, la atencién
se centra en la presentacion de los resultados obtenidos, con
el fin de respaldar la utilidad de los swaps como mecanismos
de cobertura, tanto en la modelacién estocdstica como en la
incierta.

En la seccidn siguiente se muestran los resultados numéricos
y graficos que permiten comparar cada enfoque y la efectividad
de las estrategias de cobertura implementadas.

Cuenta Estocastica v.s Cuenta Incierta

Para evaluar el impacto del uso del swap como instrumento
de cobertura, se calcula la cuenta total de la aseguradora en su
vencimiento bajo cada modelo y horizonte temporal.

Se analizan dos enfoques para la modelacién de la tasa de
interés: el estocastico (U (T')), mediante el proceso de Vasicek,
y el incierto ([7(T )), mediante el proceso de Liu. En cada caso,
se presentan los resultados con y sin la inclusién del swap,
para dos horizontes temporales: 1" = 5 afios (visualizado en la
figura 1) y T' = 15 afios (visualizado en 1 figura 2 afios).

En las tablas 1 y 2 se muestran las estadisticas descripti-
vas obtenidas a partir de 10,000 simulaciones para una suma
asegurada de 100, 000 unidades monetarias: media, desvia-
cioén estdndar, minimo y méaximo de la cuenta total en cada
configuracién.

A continuacién, se presentan los resultados de la simulacién
bajo el modelo de Vasicek y el modelo de Chen y Gao, com-
parando el valor final de la cuenta total U(T) v.s U(T') con
Swap y sin Swap, en 2 horizontes temporales distintos: 7" = 5
yT = 15.

Parametros Iniciales:

= a=a=0.2 (Velocidad de reversion)

s 4 =0.04 (Nivel de reversion)

= 0 =0.02 (Volatilidad)

= 39 =19 = 0.03 (Tasa inicial)

» 7* = 0.04 (Tasa de base actuarial de primer orden 7*, cons-
tante)

= [+ =1 (Suposicién de supervivencia, por simplicidad)

Ntimero de simulaciones = 10,000

Figura 1 Estableciendo un horizonte temporal de 7" = 5
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Usando tasa estocastica.
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Usando tasa incierta.

Figura 2 Estableciendo un horizonte temporal de 7" = 15
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B Tabla 1 Resultados de la cuenta con swap (suma asegu-
rada $100 000).
Con Swap

U(5) Media: 30235.18, Desviacién Est.: 2 863.98,
Minimo: 21473.73, Maximo: 42 125.28

U(5) Media: 30484.61, Desviacién Est.: 5631.45,
Minimo: 14 448.61, Maiximo: 59 092.27

U(15) | Media: 401025.70, Desviacién Est.: 97900.41,
Minimo: 161 653.09, Maximo: 992 647.01

U(15) | Media:557517.91, Desviacién Est.: 583 343.98,
Minimo: -4 084.00, Maiximo: 12 129 140.76

B Tabla 2 Resultados de la cuenta sin swap (suma asegura-
da $100 000).

Sin Swap

U(5) | Media: 30478.57, Desviacién Est.: 11 882.26,
Minimo: -6 839.99, Maéximo: 80363.30

U(5) | Media: 31515.68, Desviacién Est.: 20657.41,
Minimo: —24213.79, Maximo: 135016.88

U(15) | Media: 409603.79, Desviaci6n Est.: 147 298.76,
Minimo: 86299.27, Maximo: 1394 686.67

U(15) Media: 634 055.22, Desviacion Est.: 844 179.85,
Minimo: —77 528.32, Maximo: 19480 083.43

Con una suma asegurada de 100, 000 unidades monetarias.
Se observa lo siguiente.

= La cuenta con swap presenta una dispersion considera-
blemente menor, lo cual indica una menor exposicién al
riesgo de tasas de interés extremas (muy bajas o muy altas).
Esto se traduce en:

* Mayor estabilidad en los resultados financieros de la

aseguradora.

Reduccién del riesgo de pérdida significativa en

escenarios desfavorables.

* Resultados mds predecibles, lo cual favorece la pla-
nificacién financiera y la solvencia. Sin embargo, al
limitar la sensibilidad a tasas de interés elevadas, la
compailfa renuncia a obtener beneficios extraordina-
rios en escenarios donde las tasas del mercado son
significativamente altas.

= La cuenta sin swap muestra un rango de resultados mas
amplio: logra valores mayores en escenarios de tasas altas,
pero también es mds vulnerable a tasas muy bajas. Muestra
una mayor variabilidad, reflejada en:

| Sanchez Herrera

* Valores extremos mds amplios, tanto en pérdidas
como en ganancias.

* Mayor volatilidad, lo que implica riesgo mads eleva-
do, especialmente en contextos de tasas muy bajas,
donde se observan saldos negativos de la cuenta.

= A medida que aumenta el horizonte temporal 7', las dife-
rencias entre ambos modelos se amplifican:

 La variabilidad sin cobertura crece rdpidamente.
¢ La cobertura mediante swaps se vuelve mas efectiva
en limitar el riesgo financiero en el largo plazo.

Carparaciin entre Chen-Gak y Vasicek

—— Mo Chen-oal
Modelo vasiosk (Proc

Figura 3 Trayectoria de tasa estocdstica vs. tasa incierta

10. CONCLUSION

Este estudio ha demostrado que la incorporacién de un
instrumento derivado como el swap resulta eficaz para mitigar
la exposicion de la reserva de mercado de un seguro dotal
puro ante la incertidumbre en la tasa de interés. A partir de
la implementacion de un modelo bajo el enfoque estocastico
(modelo de Vasicek) y su contraparte bajo el enfoque incierto
(modelo de Chen y Gao), se compararon cuantitativamente los
efectos de utilizar o no dicho instrumento de cobertura.

Los resultados obtenidos confirman que, en ambos marcos
tedricos, el uso del swap reduce significativamente la dispersion
de la cuenta total del asegurador. Este comportamiento fue es-
pecialmente evidente en horizontes largos, donde la volatilidad
acumulada de las tasas de interés genera mayor incertidumbre
sobre el valor terminal de la reserva. En este sentido, el swap ac-
tia como un estabilizador, proporcionando robustez financiera
al disefio de reservas técnicas.

Ademads, se observé que el marco incierto ofrece una al-
ternativa viable al probabilistico para modelar la aleatoriedad.
La medida incierta, al basarse en grados de creencia, permite
construir modelos més flexibles en entornos con ambigiiedad o
informacion limitada, lo cual representa una valiosa herramienta
para el actuario contemporaneo.



Propuestas de mejora

Este trabajo abre diversas lineas de investigacion que pueden
enriquecer y extender los resultados presentados:

= Calibracién con datos reales: La presente investigacion
se ha limitado a simulaciones hipotéticas para ilustrar el
funcionamiento de los modelos. Una extensién natural
serfa calibrar tanto el modelo estocdstico como el incierto
con datos de mercado reales, lo cual permitiria validar
empiricamente la efectividad del swap como cobertura.

= Modelos multifactoriales: Se podria considerar el uso
de modelos multifactoriales para la tasa de interés, al
igual que involucrar modelos de saltos y de volatilidad
estocdstica.

= Exploracién de medidas alternativas: La medida in-
cierta representa solo una de las posibles alternativas a
la probabilidad. Futuras investigaciones podrian explo-
rar el uso de medidas borrosas o de posibilidad, lo que
abrirfa nuevas vias para modelar la aleatoriedad desde
perspectivas no cldsicas.

» Teoria de finanzas cudnticas: Finalmente, se sugiere
considerar la integracién de marcos de finanzas cudnticas
para modelar la tasa de interés.

En conjunto, los hallazgos de este trabajo no sélo sustentan la
validez del uso del swap como mecanismo de cobertura robusto
en modelos actuariales, sino que también invitan a repensar
la modelizacién del riesgo desde marcos matematicos mds
amplios que los tradicionalmente empleados.
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