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Modelando el futuro

Andrea Guerrero Dominguez™' y Regina Montero Lépez*

*Universidad Andhuac México

ANUNCIOS A LA MEMBRESIA

RESUMEN "Para que la préoxima vez que alguien nos pregunte que si actuamos, le digamos que si, y que

lo hacemos muy bien. jPorque somos nosotros quienes estamos modelando el futuro!” — Emanuell Pérez,

Presidente de la Sociedad de Alumnos de Actuaria, 2025.

Palabras clave

Eventos académicos

El pasado 13 de febrero del presente afio, se celebrd el
dia del actuario con un congreso interuniversitario organizado
por alumnos y para alumnos en la Universidad Andhuac Sur.
Desde el inicio de nuestra gestion como sociedad de alumnos,
Emmanuell Pérez nos propuso un reto: organizar uno de los
eventos mds grandes de Actuaria, un Congreso Actuarial (vea la
figura 1). Lo que comenzd como una idea discutida en reuniones
se convirti6 en una realidad gracias a la pasién y el compromiso
de los 30 miembros activos de la sociedad, asi como al apoyo
de los alumnos de nuestra Universidad. El verdadero desafio
fue convocar y reunir a estudiantes de algunas de las principales
universidades de nuestro pais, como lo son la Universidad
Andhuac México, La Universidad Iberoamericana, el Instituto
Tecnolégico Auténomo de México, la Universidad del Verbo

Derechos reservados © 2025 por el Colegio Nacional de Actuarios
Ultima actualizacién del manuscrito: 23 de mayo de 2025

La visién y comentarios contenidos en este documento corresponden
exclusivamente a su autor y, por tanto, son ajenos a cualquier entidad
publica o privada, incluyendo aquella para la que actualmente colabora.
El CONAC no recomienda ni respalda el uso de la informacién
proporcionada en este estudio. EI CONAC no ofrece ninguna garantia,
expresa o implicita, ni representacién de ningin tipo y no asume ninguna
responsabilidad en relacién con el uso o mal uso de este trabajo.
LCorreo electrénico: andrea.guerrero04@anahuac. mx

Encarnado, la Universidad La Salle, El Centro Universitario
Marista, la Universidad Nacional Auténoma de México, la
Universidad Auténoma de Yucatdn, la Universidad del Futbol
y Ciencias del Deporte. Asimismo, logramos la participacién
de la Confederacién de Asociaciones de Agentes Aduanales
de la Reptiblica Mexicana y de los miembros de los capitulos
universitarios de la Confederacién Patronal de la Republica
Mexicana.

El objetivo del evento fue brindar a los estudiantes un
espacio de aprendizaje y conexion profesional, dividiendo
el congreso en los dos grandes temas del campo actuarial:
seguros y finanzas. Contamos con la presencia de ponentes
excepcionales que marcaron la diferencia en esta primera edicién
y, ademds, tuvimos el honor de recibir a destacados actuarios
reconocidos por diversas instituciones como la Asocacién
Mexicana de Actuarios, el Colegio Nacional de Actuarios
y Acturarios por México, quienes asistieron como invitados
especiales. Agradecemos especialmente la presencia y el apoyo
de la Dra. Lourdes Diez Gutiérrez y de la Mtra. Maria del
Carmen Marce, Directora y Coordinadora Académica de la
Facultad de Ciencias Actuariales, respectivamente.


mailto:andrea.guerrero04@anahuac.mx

MEXICO

Figura 1 Emanuell Pérez en la inauguracién del evento.

Cada una de las conferencias fue clave para el desarrollo de
los mds de 250 universitarios presentes. Iniciamos con el Mtro.
Francisco Martinez, director de Inversiones en Afore Coppel,
quien realizé un andlisis sobre el Sistema de Ahorro para el
Retiro (vea la figura 2).

Figura 2 El Mtro. Francisco Martinez, director de Inversio-
nes en Afore Coppel.

Luego, el Mtro. Oscar Garza (Director Ejejutivo de Journey
Sports) destacé el impacto de la InsurTech en la digitalizacién
y optimizacidn del sector asegurador. Vea la figura 3.

Para finalizar con estos temas, tuvimos la presencia de Omar
Lépez (fundador y Director Ejecutivo de Clup), quien compartié
su vision sobre la transformacion del sector asegurador mediante
inteligencia artificial, blockchain y cémputo cudntico. Vea la
figura 4.

Por su parte, Tania Rodriguez y Jessica Aguilar (administra-
doras principales de pequefias y medianas empresas en BBVA)
presentaron los avances en digitalizacion y financiamiento de
este sector clave para la economia mexicana, ademds de dar
primicias de nuevos productos. Vea la figura 5.

Asimismo, Vinicio Alvarez (Head of Debt Capital Markets
en Scotiabank) ofrecié un panorama sobre el mercado de

| Guerrero Dominguez, Montero Lépez
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Figura 3 El Mtro. Oscar Garza, Director Ejejutivo de Jour-
ney Sports.

fuar con una 1A simulada, y . |
U8 muestra datos aleatorios

e

Figura 4 El Act. Omar Lépez, fundador y Director Ejecuti-
vo de Clup.

Figura 5 Tania Rodriguez y Jessica Aguilar, administradoras
principales de pequefias y medianas empresas en BBVA.

deuda en México, resaltando las principales tendencias en
financiamiento y la creciente adopcién de criterios ambiental,
social y de buen gobernanza. Vea la figura 6.

Finalmente, Salvador Nieto, director y portfolio manager

9« I dy
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Figura 6 Vinicio Alvarez, Head of Debt Capital Markets en
Scotiabank.

en BlackRock, asi como profesor de nuestra Facultad, cerré el
evento con una ponencia en la que compar6 los momentos de la
vida con los de una distribucién de probabilidad. Vea laa figura
7.

Figura 7 Salvador Nieto, director y portfolio manager en
BlackRock.

Este congreso llegé a su fin, pero nos dejé un sentimiento de
satisfaccion y orgullo. Saber que ya hay quienes han levantado
la mano para ser la siguiente sede confirma que este es apenas el

inicio de una tradicién que trascenderd en el tiempo y el gremio.

Esperemos con ansia la siguiente edicién de “Modelando el
Futuro” de la mano de la Universidad Marista, a quienes les
queda mucho trabajo por hacer y retos que cumplir, pero de algo
estoy segura: como actuarios, sabrdn detectar riesgos, manejar
la incertidumbre y sobre todo, modelar el futuro.

Andrea Guerrero Dominguez es
estudiante de sexto semestre de la Li-
cenciatura en Actuarfa en la Univer-
sidad Andhuac México. Actualmen-
te se desempefia como Coordinadora
General de la Sociedad de Alumnos
de Actuaria en el campus Sur de la
Andhuac México, labor por la cual
ha sido nominada a la distincién de
Mejor Coordinacion por parte de Re-
laciones Estudiantiles. Como parte
de su formacién integral, estd por
graduarse del programa de lideraz-
go Genera, obteniendo dos diplomas:
uno en Liderazgo Empresarial y otro en Tecnologia en los Ne-
gocios. Cuenta con un diplomado en Liderazgo y Gestion de
Equipos, el cual ha fortalecido sus habilidades para la direccién
y coordinacidn efectiva de proyectos y equipos de trabajo. An-
drea también destaca en el ambito deportivo como atleta de alto
rendimiento, representando a la Universidad Andhuac México
en competencias de nivel nacional. Anteriormente formé parte
del equipo representativo del Instituto Politécnico Nacional, lo
que le brind6 la oportunidad de integrarse a la preseleccion
nacional en su disciplina. Comprometida con el entorno social
y ambiental, colabora los fines de semana y durante el verano
en actividades de reforestacion y en la organizacion de visitas
guiadas para nifios y adultos, con el objetivo de fomentar la
conciencia sobre el cuidado del medio ambiente.

Regina Montero Lépez es una jo-
ven universitaria apasionada por la
comunicacién y el poder que tienen
las palabras e imdgenes para trans-
formar realidades. Estudia la carre-
ra de Comunicacién en la Universi-
dad Andhuac, donde ha desarrollado
proyectos que combinan el andlisis
social, la creatividad y una profun-
da sensibilidad humana. Regina se
distingue por su compromiso con
las causas que le importan —como
la educaciodn, la fe, la empatia y la
justicia— y por su capacidad para
conectar con los demds desde la ver-
dad y el corazén. Con un interés especial por la fotografia,
la creatividad se, la narrativa visual y la expresion espiritual,
ha participado en iniciativas que van desde la creacién de
contenido para pastoral universitaria hasta el andlisis critico
de fenémenos medidticos contemporaneos. Su meta es clara:
comunicar con propdsito, con fe y con sentido.
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Luz Maria Lavin Alanis® y Liliana Sandoval Luna*
*Universidad Nacional Auténoma de México

RESUMEN Este documento conmemora los 50 afios de la licenciatura en Actuaria en la Facultad de Estudios
Superiores (FES) Acatlan, destacando su evolucién, impacto académico y profesional, y su compromiso con
la formacién de actuarios altamente capacitados. La carrera inicié en 1974 con 54 alumnos y ha crecido de
manera significativa hasta alcanzar una matricula actual de 1,441 estudiantes. Durante este tiempo, se han
formado 51 generaciones, con casi 4,000 egresados y mas de 2,600 actuarios titulados, lo que representa cerca
del 25 % de los profesionistas en esta drea en México.

La licenciatura ha atravesado cuatro planes de estudio, adaptdndose continuamente a los estandares internacio-
nales, como los establecidos por la Asociacién Actuarial Internacional. Se imparte con el respaldo de una planta
docente de 94 profesores, muchos de ellos egresados de la misma carrera. Ademas, cuenta con la acreditacién
de los Comités Interinstitucionales para la Evaluacién de la Educacién Superior (CIEES), garantizando su
calidad educativa.

Mas alld del rigor académico en matematicas, estadistica, probabilidad y calculo actuarial, la carrera ha
fomentado valores como la solidaridad, el compafierismo y la ética profesional. Su ubicacién dentro de una
instituciéon multidisciplinaria como la UNAM ha permitido una formacién integral, socialmente comprometida

y accesible.

Palabras clave
Numeralia Acatleca, perfil profesional, validacién

de estudios profesionales.

Derechos reservados © 2025 por el Colegio Nacional de Actuarios
Ultima actualizacién del manuscrito: 1 de julio de 2025

Articulo formateado por Diego Bezai Nava Ramos, y comunicado por
José Daniel Lépez Barrientos. La visién y comentarios contenidos en este

RN s ds documento corresponden exclusivamente a su autor y, por tanto, son
v N ajenos a cualquier entidad publica o privada, incluyendo aquella para la
o ! que actualmente colabora. EI CONAC no recomienda ni respalda el uso

de la informacién proporcionada en este estudio. EIl CONAC no ofrece
ninguna garantia, expresa o implicita, ni representacién de ningtin tipo y
no asume ninguna responsabilidad en relacién con el uso o mal uso de
este trabajo.



1. INTRODUCCION

La licenciatura de Actuaria inici6 sus actividades acadé-
micas en 1974, en la naciente Escuela Nacional de Estudios
Profesionales Acatldn, con 54 alumnos, siendo su Director el
licenciado Raiil Béjar Navarro y el Rector de la Universidad
Nacional Auténoma de México (UNAM) el Doctor Guillermo
Soberén Acevedo. Se enfrentaban retos muy complejos y la
evaluacién y cuantificacion de los riesgos que se presentaban
era fundamental, por lo que la formacién de especialistas en
esta drea de conocimiento era indispensable.

Gracias a su formacién en cdlculo actuarial, probabilidad,
estadistica, finanzas y seguros, el actuario desarrollaba las
competencias necesarias para disefiar estrategias que ofrecieran
proteccién ante este tipo de contingencias y minimizaran sus
efectos. Cuando actuaria comenzo en la FES Acatlan, la carrera
se impartia Unicamente en dos instituciones educativas: La
Facultad de Ciencias de la UNAM y la Universidad Andhuac.

2. Y A LO LARGO DE 50 ANOS...

= 51 generaciones

= 9,748 alumnos han ingresado

= 3,928 alumnos han egresado

= 2,646 se han titulado, lo que representa cerca del 25 % de
actuarios titulados en México.

| Lavpin Alanis y Sandoval Luna

= Cuatro planes de estudio se han implementado en la licen-
ciatura, iniciando con el que se impartia en la Facultad
de Ciencias de la UNAM, encontrdndose en proceso de
aprobacién un nuevo plan de estudios, cumpliendo con
los lineamientos del Syllabus vigente de la Asociacién
Actuarial Internacional y que permita desarrollar sus ac-
tividades en el ejercicio profesional y de investigacion
a los futuros egresados, manteniendo el prestigio y la
calidad académica que han caracterizado a los actuarios
de Acatlan.

La licenciatura cuenta con el reconocimiento oficial de los
CIEES, lo que avala su calidad académica. Desde la graduacién
de su primera generacion, el programa ha experimentado un
notable crecimiento del 500 %, reflejo del interés y la confianza
que ha generado entre los estudiantes. Su cuerpo docente estd
conformado por 94 profesores con una sélida preparacién
académica y profesional, muchos de los cuales son egresados
de la misma carrera, lo que fortalece el sentido de identidad y
compromiso con la formacién de nuevas generaciones.

En las aulas de esta licenciatura, los estudiantes no sélo se
forman en disciplinas como mateméticas, probabilidad, estadis-
tica y cdlculo actuarial, sino que también desarrollan valores
fundamentales como la amistad y el compafierismo. Aunque
se trata de una carrera exigente y de alta competencia, el am-
biente se caracteriza por el respaldo mutuo y la solidaridad
entre compaiieros. Ademads, al formar parte de la FES Acatlan,
los alumnos tienen la posibilidad de estudiar en un entorno
multidisciplinario. Esto enriquece su formacién al permitirles
abordar los temas desde diversas perspectivas y con un enfoque
integral.

Las autoridades de esta Facultad han reafirmado su com-
promiso con la formacién de actuarios altamente capacitados
dentro de una institucion publica de excelencia. En la UNAM
—-el proyecto educativo mds sélido y trascendental del pais—
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se promueve una preparacion integral, con sélidos principios
éticos y una clara responsabilidad social. En este contexto,
resulta fundamental continuar consolidando y fortaleciendo la
licenciatura en Actuaria en la FES Acatldn, como un referente
en la formacién de profesionales comprometidos con los retos
actuales y futuros de la sociedad.

3. CINCUENTA ANOS FORMANDO ACTUA-
RIOS CON COMPROMISO Y EXCELENCIA

A lo largo de cinco décadas, la licenciatura en Actuaria en la
Facultad de Estudios Superiores Acatldn ha enfrentado el desafio
constante de consolidarse como un programa académico de
excelencia. Este compromiso nos impulsa a seguir fortaleciendo
la carrera y, al mismo tiempo, a contribuir activamente al
desarrollo del gremio actuarial mediante la formacion de capital
humano altamente calificado.

Nuestro profundo reconocimiento es para el cuerpo docente,
cuya labor va mds alld de la transmisién del conocimiento: son
mentores que comparten experiencias significativas que enri-
quecen la formacién profesional y personal de cada estudiante.
Su dedicacién representa uno de los pilares mds sélidos de
nuestra comunidad académica.

Agradecemos a los equipos académico-administrativos que,
con su entrega y profesionalismo, han sido pieza clave en
la consolidacién del programa. Gracias a su trabajo, se ha
fortalecido la vinculacién con el sector productivo, generando
oportunidades laborales para nuestros egresados y ampliando
el impacto de nuestra carrera en el &mbito profesional.

Hoy mds que nunca, reafirmamos nuestro compromiso
de seguir impulsando el crecimiento de esta licenciatura, de
nuestra Facultad y de nuestra Universidad. Porque ser parte de
esta comunidad es motivo de orgullo: jsomos UNAM, somos
Acatldn, y somos Actuaria!

Luz Maria Lavin Alanis es actua-
ria egresada de la FES Acatldn de
la UNAM. Cuenta con estudios de
posgrado en la misma institucion,
donde obtuvo el grado de Maestra
en Ingenierfa con especializacién en
Planeacién, por la Facultad de Inge-
nierfa. Con una trayectoria docente
de mas de cuatro décadas, se desem-
pefia como Profesora Titular .A"de
tiempo completo en la FES Acatldn, impartiendo asignaturas
en las dreas de Probabilidad, Estadistica, Seminarios de In-
vestigacion y Titulacidn, en las licenciaturas en Actuaria y
Matematicas Aplicadas y Computacion. Es autora del libro
Probabilidad: Curso Introductorio, y coautora de varias obras
de la UNAM Digital. En el dmbito profesional, ha ocupado
qyx I ds

diversos cargos de alta responsabilidad. Fue Coordinadora de
Area en la Gerencia de Desarrollo Regional de Petréleos Me-
xicanos, Jefa de Oficina y ayudante técnico en la Gerencia de
Control Presupuestal del Banco Nacional de Crédito Rural,
donde participé en la implementacién de modelos financieros;
y técnica actuarial en el Departamento Actuarial del Instituto
Mexicano del Seguro Social, contribuyendo a las valuaciones
actuariales de reservas y pasivos contingentes. Ademads, fue
Directora General de Distribuciones de la Frontera, liderando
funciones de planeacién, administracién y andlisis de mercado.
En la FES Acatldn ha desempefiado funciones de liderazgo aca-
démico como Coordinadora de las licenciaturas en Actuaria y
Matemadticas Aplicadas y Computacion. Actualmente, ocupa el
cargo de Jefa de la Divisién de Matemadticas e Ingenierfa, donde
continda impulsando la excelencia académica y la formacién
integral de las nuevas generaciones.

Liliana Sandoval Luna es una pro-

fesional comprometida con la forma-

=
cién integral de nuevas generaciones
“ de actuarios, asi como con la innova-
] ., ~ . .
cion en la ensefnanza de las ciencias

actuariales. Es actuaria egresada de
la FES Acatlan de la UNAM, donde
obtuvo su titulo con mencién hono-
rifica. Cuenta con estudios de Maes-
tria en Administracién y estd certi-
ficada en Liderazgo Efectivo para
Proyectos de Alto Impacto. Actual-
mente se desempefia como Coordinadora de la licenciatura en
Actuaria en la FES Acatlin, UNAM, funcién desde la cual
impulsa la excelencia académica y fortalece la vinculacién con
el sector profesional. A lo largo de su trayectoria, ha combinado
una sélida experiencia en el &mbito actuarial con una destacada
labor académica. En el sector asegurador, ha ocupado puestos
estratégicos en empresas como Seguros Monterrey Aetna y
Grupo Nacional Provincial, participando en el disefio de pro-
ductos, andlisis de rentabilidad y la formulacién de estrategias
técnicas y comerciales. En 2007, fue reconocida con el segundo
lugar a nivel nacional en el XIV Premio de Investigacién sobre
Seguros y Fianzas, otorgado por la Comisién Nacional de Se-
guros y Fianzas, distincién que refleja la calidad y profundidad
de su trabajo en el drea. Desde 2003, ha impartido citedra en
la FES Acatldn, promoviendo la investigacién aplicada y el
desarrollo de competencias profesionales en el campo actuarial.
Asimismo, forma parte del cuerpo docente de la Universidad
Andhuac México. Su enfoque pedagdgico se distingue por la
incorporacion de tecnologias educativas y metodologias activas
de aprendizaje, con énfasis en el pensamiento critico, la resolu-
cién de problemas y la aplicacidn practica del conocimiento en
contextos financieros, aseguradores y matemadticos.
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Modelacion empirica de la mortalidad en
Meéxico mediante el método de suavizamiento
polindmico por nodos

Erick Morales Bonilla* y Denise Gémez Hernandez™!
*Universidad Auténoma de Querétaro

RESUMEN Este estudio presenta una estimacién empirica de la mortalidad en México mediante el uso del
método de suavizamiento polinémico por nodos, aplicado a registros de defunciones de 2012 a 2021. A través de
una depuraciéon de méas de 7.5 millones de datos del INEGI, se construyeron tablas de vida diferenciadas por sexo,
utilizando modelos de suavizamiento para estimar funciones de supervivencia y fuerza de mortalidad con mayor
precisiéon que los modelos tradicionales. Los resultados muestran diferencias significativas respecto a las tablas
oficiales EMSSAH-09 y EMSSAM-09 utilizadas por la Comisién Nacional de Seguros y Fianzas, detectadas
mediante la prueba Kolmogorov-Smirnov. La investigacién sugiere que estas tablas podrian subestimar la
mortalidad actual. Ademas, se destaca la flexibilidad del modelo propuesto, la ventaja del procesamiento
computacional moderno y su potencial para aplicarse a subgrupos especificos de poblacién. No obstante, se
reconoce como limitaciéon la seleccién arbitraria del periodo de anélisis y la posibilidad de incorporar otras
metodologias o niveles de desagregacién. Finalmente, el estudio aporta una herramienta metodoldgica accesible
para generar estimaciones demograficas mas precisas, promoviendo asi la mejora continua de la practica

actuarial en México.
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1. INTRODUCCION

El comportamiento de la mortalidad es un factor socioeconé-
mico clave que permea en practicamente todos los sectores de
una poblacion. De este comportamiento se derivan las probabi-
lidades de muerte que, a su vez, fungen como la piedra angular
para los cdlculos actuariales. Uno de los primeros intentos por
modelar las probabilidades de fallecimiento fueron las tablas
de mortalidad. De acuerdo a Forfar (2004), algunos ejemplos
de las leyes mds utilizadas son las de De Moivre, Gompertz y
Makeham. Sin embargo, segtin Booth y Tickle (2008), aunque
estas propuestas se acercan mas a un rigor matemdtico de forma
simple, ain contienen cierto grado de subjetividad. Por esta
razén, a medida que la teorfa estadistica continu6 desarrolldndo-
se, se comenzaron a proponer modelos estocasticos modernos
que pudieran explicar la relacién entre las defunciones y otras
variables demogréficas de una manera mas sustentada en la
observacién de las poblaciones.

En sus inicios, la construccion de una tabla de mortalidad
era realizada mediante censos y encuestas dirigidas a un gru-
po especifico de la poblacién, con el propdsito de registrar
las defunciones del grupo. Sin embargo, dada la complejidad
de los movimientos demograficos y la impracticabilidad de
actualizar constantemente las tablas en uso, se comenzaron a
buscar alternativas de construccién para las tablas. La Comisién
Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF), organismo responsable
de aprobar y supervisar los seguros de pensiones en México,
ha comenzado a incorporar modelos logisticos en la estimacién
y desarrollo de tablas de mortalidad para el sector asegurador
Ramirez e al. (2000). En el documento “Comparativo de Meto-
dologfas para el cdlculo de Tablas de Mortalidad de Pensiones”,
la Comision Nacional de Seguros y Fianzas (2022) también
comparte otros procedimientos recomendados para pronosticar
el comportamiento de la mortalidad, como el modelo de Lee-
Carter, o un enfoque de series temporales mediante modelos
autorregresivos.

Desde la instauracion de la profesion actuarial, se han desa-
rrollado incontables productos y mecanismos de transferencia
de riesgo con el propdsito de aminorar las repercusiones econ6-
micas que los individuos enfrentan debido a la incertidumbre de
la mortalidad. Estas contramedidas operan en diversas dimen-
siones, abarcando desde lo microeconémico, mediante seguros
de vida, por ejemplo, hasta lo macroeconémico, interviniendo
en la seguridad social mediante los sistemas de pensiones. Por
otro lado, este riesgo tiene una importancia igual o mayor para
la entidad financiera que decide absorberlo, pues ésta debe
cerciorarse de tener las facultades apropiadas de cumplir con
las responsabilidades adquiridas, asi como de contar con las
técnicas actuariales adecuadas para tarificar, generar reservas,
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e incluso reasegurarse; de ser necesario. Para Contreras y Madr-
quez (2018), la relevancia de este punto se puede ver reflejada
en la reciente implementacién del proyecto Solvencia II, una
iniciativa para revisar y modernizar la regulacién de los sistemas
financieros aseguradores a nivel internacional.

Es asi que, la estabilidad financiera global depende en gran
medida del correcto funcionamiento de este contexto, y uno de
sus pilares fundamentales es precisamente el entendimiento y
uso preciso del comportamiento de la mortalidad. A medida
que se desarrollan las bases matemadticas que dan lugar a la
ciencia actuarial, las metodologias utilizadas para estimar la
mortalidad también han cambiado y evolucionado a lo largo del
tiempo. Razén por la cual, es importante estimular y contribuir
a este avance, explorando las posibles alternativas que existan
para refinar estos procedimientos de estimacién. En tanto que
se incorporen técnicas de estimacidn mds precisas, la capacidad
de los actuarios para brindar seguridad a los asegurados y a las
aseguradoras también aumentard significativamente.

En otras palabras, el uso de los modelos actuales implica,
de manera implicita, la aceptacién del riesgo de no capturar
completamente el verdadero comportamiento de las variables
en estudio. No obstante, gracias a los avances en la capacidad
de procesamiento de las maquinas modernas, muchos de los
célculos necesarios para las estimaciones ahora pueden com-
pletarse en cuestién de segundos, lo que hace que el sacrificio
previo resulte obsoleto.

Es por todo lo expuesto anteriormente, que el objetivo de
este trabajo es estimar las probabilidades de muerte sobre la
poblacién de México mediante un modelo de suavizamiento
polinémico por nodos (Smoothing Splines) que pueda ser con-
trastado con los métodos actuales de forma numérica. (Vea el
trabajo de Rice y Rosenblatt (1983).)

2. ANTECEDENTES

2.1. Modelos de Suavizamiento

De acuerdo a James ¢r al. (2013), los modelos de suaviza-
miento surgen como respuesta al deseo de modelar de manera
precisa el comportamiento de una variable en estudio, logrando
una imitacion adecuada de sus patrones mientras se eliminan las
perturbaciones que podrian considerarse como ruido. A pesar
de que los andlisis de regresién eran el enfoque preferido para
establecer relaciones funcionales entre variables, se aspiraba
a que el enfoque de suavizamiento incorporara una aproxima-
cién mds flexible, dando lugar a metodologias innovadoras. No
obstante, como se verd a continuacion, se descubre que existe
una relacion estrecha entre los modelos de regresion lineal y el
planteamiento de suavizamiento, siendo este tltimo, un caso
particular del primero.
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El andlisis de regresién es una herramienta estadistica que
permite estudiar la relacién entre dos o mds variables, y asf,
poder inferir resultados. Seguin Stanton (2001), se suele atribuir
el desarrollo de esta rama de la estadistica a Karl Pearson, sin
embargo, el concepto de regresion fue ideado originalmente
por Francis Galton. De acuerdo a Estepa er al. (2012), a pesar
de no utilizar los conocimientos estadisticos del momento,
desarrollados por otros académicos como Gauss y Laplace,
Galton introduce el concepto de correlacién para auxiliarse
en el estudio de la genética hereditaria, utilizando métodos
estadisticos sencillos y empiricos.

En el estudio de Stanton (2001) se detalla como, a causa
de la carencia de rigor matematico en el trabajo de Galton,
Karl Pearson respaldé y formalizé sus ideas, ayuddndose a su
vez de otros académicos como Auguste Bravais, Adrien-Marie
Legendre, entre otros, para desarrollar los aspectos algebraicos
del andlisis de regresion. Finalmente, Pearson publica su primer
texto sobre el tema, titulado Mathematical contributions to the
theory of evolution.

Es asi como Isaac Jacob Schonberg propone la metodologia
de Suavizamiento por splines (vea la obra de Rice y Rosenblatt
(1983)), 1a cual consiste en encontrar una relacién funcional
entre una variable objetivo Y y una variable predictora X
que asemeje adecuadamente el comportamiento de la variable
objetivo. Es decir, se desea una funcién cualquiera g(z) que
logre un error cuadrético ) _, (y; — g(x;))? minimo.

No obstante, sin imponer restricciones adicionales a g(z),
se puede proponer una funcién que imite en cada punto las
observaciones y;, minimizando el error cuadritico medio, pero
ocasionando un sobre ajuste. Asi, segiin James er al. (2013),
la manera de considerar también la variabilidad de g(x) es
mediante un componente extra, \ - ffooo g’ (t)2dt, el cual
penalizay regula la flexibilidad de la funcién g () encontrada. A
medida que se incrementa el valor de A, mayor es la penalizacion
que se le da a cada ajuste dependiendo de qué tan “suave” es,
vea (1).

o0

min 4 Y (yi — g(:))* + A+ / g"(B)%dty. (1)
i —o00
Asi, con el espacio de funciones doblemente diferenciables, se
estd buscando aquella que logre obtener el mejor equilibrio
entre imitar la variable Y y exhibir un comportamiento de baja
variabilidad. A este modelo se le bautiza como Suavizamiento
por Splines, al descubrir que la funcién g(x) que minimiza el
célculo es precisamente un Spline Natural Cuibico (de tercer
orden) con n nodos, donde n denota el nimero de observaciones

en la variable X (vea el trabajo de Pollock (1999)).
Como especifica Varol er al. (2020), un Spline Natural
Cibico es el resultado de una Regresion Polindmica por Partes

qy T dx
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modificada. Es decir, si se desea ajustar un polinomio de
tercer grado, a cada segmento de la variable X, dividida en
k + 1 intervalos (o equivalentemente, £ nodos ubicados en
&, parai = 1,...,k). Entonces se deberdn de considerar
k + 1 diferentes polinomios, cada uno con cuatro coeficientes
de regresion, para un total 4(k + 1) coeficientes de regresién
en el modelo. Esta estructura de modelo recibe el nombre de
“Regresion Polindmica por Partes” y su forma se puede ver en
).

Aunque el modelo (2) goza de una gran flexibilidad, la
curva ajustada resultante suele ser discontinua en los nodos,
ocasionando un sobreajuste en el modelo. Para alcanzar un
balance entre estos dos escenarios se afladen restricciones
que garanticen una curva “suave”. Un “Spline de Regresion
Polinémico” de tercer orden con k nodos, es una regresion
polinémica por partes en donde la curva, y sus primeras dos
derivadas son continuas en todos los nodos (vea el trabajo de
Neter y Wasserman (1997)). Esta tltima condicién no solo
garantiza una curva “suave”, sino que también disminuye la
cantidad de pardametros por estimar a k + 3. Aunque es posible
generalizar el orden del polinomio que se ajusta en cada seccidn,
James et al. (2013) comenta que se acostumbra a utilizar uno
de tercer grado, y en su lugar aumentar o disminuir la cantidad
de nodos utilizados para partir la variable X, variando asf la
flexibilidad del ajuste.

Finalmente, se obtiene un “Spline Natural Cibico” al mo-
dificar los extremos del ajuste de un Spline de Regresion
Polinémico; en el cual, en lugar de utilizar un polinomio en
el primer y dltimo segmento de X, se ajusta una linea. De
acuerdo con James er al. (2013), este cambio permite corregir
la divergencia que exhiben las funciones polinomiales en sus
extremos.

La manera de obtener los valores para los coeficientes
de regresién es completamente andloga al planteamiento de
Regresion Lineal Mudltiple, pues se ajusta una relacion lineal
en los extremos de X y en las secciones restantes, se ajusta
una relacién polinomial de la forma expuesta en (3), la cual
se puede reescribir mediante las llamadas “funciones base”
(citadas por Neter y Wasserman (1997)) que permiten modelar
relaciones no lineales entre X y Y, compare con (4). La
expresion (4), a su vez, se puede reescribir como (5) con la
igualdad X; = b;(X) = X7.

La expresion (5) corresponde a la estructura clasica de
un modelo de Regresién Lineal Multiple. Neter y Wasserman
(1997) comentan las condiciones siguientes sobre esta ecuacion:

» La variable € es aleatoria, tal que
E(e) = 0y Var(e) = o*

es desconocida.
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Bo + Bz + Bax? + By + ¢,

(Bo+ B4) + (B1+ Bs)z + (B2 + Be)x® + (B3 + Br)a’ +¢, & <z <&,

(Bo + Bak) + (B + Bakr1)z + -+ + (B3 + Bags3)2® +e, & <u,

= Las variables X, no son variables aleatorias.
= Cada observacion de ¢ es independiente entre si, o bien,

Cov(ej,e;) = O paratoda i # j.

= El conjunto de variables predictoras X; 1, ...
linealmente independientes.

, Xi,p son

Bo+ B1Xi + BaXi + -+ BpXP + e, (3)
Bo + B1b1(X;) + -+ Bpbp(Xi) + i, D)
= Bo+51Xi+ X+ +BpXp+e. (5

Y;
Y
Y

Estos supuestos permiten obtener el valor esperado de la variable
objetivo, mostrado en (6).

E(Y;) = Bo+ A1 Xia + -+ BpXip. (6)

Laestimaciéon Y = BO + ﬁl X144+ Bpo busca encontrar
aquellos valores de Bi,..., Bp que minimicen la variacion entre
la estimacion propuesta y el valor real de cada observacion en
la variable respuesta. Este objetivo es equivalente a plantear la
expresion (7):

Jmin {3 (-0} @)

Bvavﬁp

con S (yi —9:)* = S (yi — Bo — Prwin — - — Bpwip)*
Dada la creciente complejidad de notacién, seguimos a Sen-
gupta (2001) y utilizamos notacién matricial para desarro-
llar los resultados del modelo. Si se tienen m observa-

ciones, a cada Y; con ¢ = 1,...,m se le puede asociar
el resultado de una multiplicacién de matrices, que pue-
i
Ys

de reescribirse como Y = X[ 4+ ¢, donde Y = ) s

Ym
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z < &1,
2
1 X117 X122 - Xip Bo
1 Xon Xoo -+ Xop 81
X=1. . o A R B
1 Xma Xmpe Xm,p Bp
€0
€1
€= | - Asi, siguiendo a Sengupta (2001), sabemos que
Em

los valores de la matriz de estimadores de los coeficientes
de regresion, definida en (&), alcanzan un minimo cuando se
obtienen de (9).

Bo

R B

g =1 |, ®)
Bp

Bo= x"x)"'xTy, )

donde X7 denota la matriz transpuesta de X,y (X7 X)L es
la matriz inversa de X7 X. Note que esta expresion permite
reescribir la matriz de estimaciones como en (10), donde se
suele referir a H = X(X7X)7'XT como la matriz de
proyeccién.

V=xp=xxT"x)"'xTy = ny. (10)

Este proceso de minimizacion se repite para obtener los diferen-
tes coeficientes estimados en cada intervalo de X. En el caso
de un Spline Natural Cubico, se debe de resolver este problema
de minimizacién sujeto a las condiciones de continuidad sobre
las primeras dos derivadas en cada nodo.

Por otra parte, una de las maneras en las que se puede
encontrar el mejor valor para el pardmetro de suavizamiento A
en (1), es mediante una metodologia de seleccién de modelo
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llamada Leave One Out Cross Validation (LOOCYV), citado
por James er al. (2013), que consiste en construir el modelo
excluyendo un par de observaciones (z;, y; ), y después utilizar
estos valores excluidos para obtener el error cuadratico medio
del modelo EC'M; = (y; — g;(;))? repitiendo este proceso
para cada par de observaciones disponibles.

El error cuadrético medio total resultante de esta metodolo-
gia serd el promedio de todos los errores cuadriticos medios
individuales, cuyo célculo se expone a continuacion.

1
ECMpoocv = — Z ECM;. (11)
i

Sin embargo, James ef al. (2013) demuestran que en el caso de
la Regresion Lineal Multiple se puede obtener este valor por
medio de los valores de la traza de la matriz de proyeccion H,
h;, como se ve aqui:

1 — 00\
ECMroocv = Z (yll }%) : (12)
7

3

James et al. (2013) proponen una malla de valores para A\, donde
el valor elegido serd aquel que alcance el menor ECMpoocv
de entre todos los demds propuestos.

2.2. Investigaciones Relacionadas

Los estdndares de la prictica actuarial en México para
aquellas metodologfas relacionadas con cualquier producto de
vida y no vida se encuentran plasmados en la Circular Unica de
Seguros y Fianzas, que a su vez es emitida por la CNSF. En ella
se pueden encontrar lineamientos para el cdlculo y valuacién de
productos de vida relacionados con la mortalidad, destacando
en diversos articulos el uso de la Experiencia Demografica de
Mortalidad para Activos “EMSSA-09” (vea el trabajo de la
Comision Nacional de Seguros y Fianzas (2023)); una serie de
tablas de vida anexadas segmentadas por género, capacidad y
situacién laboral, entre otros.

A pesar de incorporar metodologias para la proyeccién de
tasas de mortalidad en afios futuros (basdndose en aquellas
del 2009), no se mencionan los procedimientos de estimacién
para las tasas base expuestas a lo largo del anexo. El articulo
titulado “Comparativo de Metodologias para el cédlculo de
Tablas de Mortalidad de Pensiones”, liberado por la Comision
Nacional de Seguros y Fianzas (2022) menciona que el modelo
utilizado por la CNSF en publicaciones anteriores para estimar
la mortalidad mexicana es el de Andlisis Bayesiano de Modelos
de Regresion Logistica. Segtin redacta el articulo, el fin dltimo
del modelo de regresion es obtener una estimacidn para las tasas
de mortalidad g.. Los datos utilizados para el modelo provienen
de la experiencia en defunciones del registro de p6lizas de la

qyx ' ds

‘V\ A\
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CNSF, aunque no se hace mencién especifica del producto o
programa al cudl estdn suscritos dichos individuos. Asi, en
este modelo, para cada edad x = 0,1, ..., 110 se definen tres
variables, que estdn relacionadas entre si mediante la epxresion

Ey = Pry1 +da, 13)

donde P, representa el nimero de pdlizas o de expuestos
a edad x + 1 al final del afo, d; es el nimero de muertes
de edad x observadas durante el afio, y E es el nimero de
personas expuestos en edad x al principio del afio. La ecuacién
(13) permite calcular, desde un punto de vista frecuentista, la
tasa bruta de mortalidad observada, de la forma expuesta en
qz = %;

La relacion no lineal que se observa entre la edad x y la
tasa bruta de mortalidad calculada g, sustenta el uso de un
modelo de regresion para explicar el comportamiento entre
ambas variables. Dado que los valores de g, se encuentran entre
0y 1, es necesario utilizar el enfoque de un modelo de Regresion
Logistica, que pertenece al planteamiento de Regresion Lineal
Generalizada. Ademds, siguiendo a Ramirez er al. (2000), se
hace uso de la funcidén de enlace logit, que describe la relacién
entre las variables gz y Y;:

Y; =ln( o > =fo+AXite (14
1=z

Un modelo alterno que proponen Ramirez er al. (2000) es el

de Lee-Carter, el cual se describe como una combinacién de

un modelo extrapolativo y series de tiempo, lo cual se logra

mediante un ajuste que se muestra a continuacion.

gzt = explag + Bz -kt +ext). (15)

En la ecuacién (15), t denota el tiempo y z¢ la diferencia de
cada cohorte generacional Ramirez er al. (2000). Es asf como
se obtiene:

= g es un pardmetro independiente del tiempo, e indica
aquellos comportamientos que permanecen constantes en
la mortalidad.

= [, regula el peso que recibe el cambio de la tendencia de
mortalidad a lo largo del tiempo k.

= ki es el pardmetro que expresa las desviaciones en el
comportamiento de la mortalidad en el tiempo para cada
edad especifica.

El trabajo de Ramirez er al. (2000) menciona que es posible
encontrar una solucién al planteamiento usando descomposicién
en valores singulares, siempre y cuando se impongan ademds las
restricciones » . 8z = 1y Y k¢ = 0. Por otro lado, al ser k¢
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dependiente sélo del tiempo, se suele analizar mediante modelos
de series temporales, especificamente, modelos Autorregresivos
Integrados de Medias Méviles, los cuales permiten estudiar
tendencias no estacionarias en el tiempo.

Pese a no ser una metodologia mencionada en las regulacio-
nes de la CNSF, también existen investigaciones enfocadas en
las aplicaciones de los Splines sobre la estimacion de la morta-
lidad. Por ejemplo, se puede consultar una estimacion sobre la
fuerza de mortalidad de la poblacién de Mongolia, mediante
ajustes de Splines en el trabajo de Oirov er al. (2021). Este
procedimiento de Splines no es el mismo que el de un modelo
de suavizamiento, pues la cantidad de nodos, su ubicacién, y
los coeficientes de regresion son obtenidos mediante maxima
verosimilitud. Se denota al vector que contiene los k nodos
como ¢ = (c1,¢3,...,c) y de manera similar, al vector de
coeficientes de regresién como 6 = (61,02, . .., 0k, ) donde
n expresa el orden del Spline. De esta manera, cada Spline
se puede definir como una funcién de estos dos vectores con
g(z,0,c).

Como la fuerza de mortalidad p(x) debe satisfacer que
w(z) > 0, para todo valor de z, Oirov e al. (2021) utilizan el
logaritmo natural de esta funcién con In(u(z)), cuya imagen
corresponde a todos los valores reales. Finalmente, el plantea-
miento del modelo se muestra en (16), donde se iguala la fuerza
de mortalidad al Spline obtenido por médxima verosimilitud.

In(u(z)) = g(z,0,c), (16)

o lo que es equivalente a p1(z) = exp(g(z, 0, ¢)) para resolver
la ecuacioén (16). A diferencia del Spline obtenido de minimizar
(11), Oirov et al. (2021) utilizan una prueba X2 de bondad de
ajuste modificada para obtener la forma del Spline ajustado.
Es posible relacionar i (x) con la funcién F'y (z) = Pr(X <
x) para todo z > 0, mediante la expresién Fx(z) = 1 —
exp [— fow ,u(t)dt} Bowers er al. (1986), de manera que F'x ()
denota a la funcién de distribucién obtenida de calcular pu(x) =
exp(g(z, 0, c)). La hipétesis nula de la prueba de bondad de
ajuste se convierte en la igualdad (17).

HO : Fx(]}) = FX($a9)7 (17)

donde Fx () es la funcién de distribucién verdadera de la vida
denotada como X usada por Oirov er al. (2021). Los valores
asignados a los vectores 6 y ¢ seran aquellos que maximicen la
probabilidad de aceptar Hy.
Para comparar los valores estimados de p(x), se utiliza la
funcién de distribucién empirica F'x (), definida en
Fy(z) = ”1+”2;”'+”1, z=1,2,...,100, (18)
donde n; se define como el nimero de muertes ocurridas entre
las edades [z — 1,z] paraz = 1,2,...,100, y N = > ng.

|  Gémez Herndndez y Morales Bonilla

Esta funcién empirica después se utiliza para obtener otra
estimacion para la fuerza de mortalidad de la forma dada a
continuacion.

Fx(z) - Fx(z—1)

ax) = ! , x=1,2,...,100. (19
fu() () x (19)

La expresion (19) nos da una estimacién para la fuerza de
mortalidad para un individuo de edad .

3. METODOS Y TECNICAS

Para lograr el objetivo de este trabajo, que es estimar las
probabilidades de muerte sobre la poblacién de México me-
diante un modelo de suavizamiento polinémico por nodos, se
definen a continuacidn las técnicas y métodos cuantitativos que
se basan principalmente en la definicién de las variables objeto
de estudio, el universo y la muestra estadistica. Posteriormente,
se presentan los resultados en la seccién 4, derivados de la
aplicacion de estas técnicas y métodos.

3.1. Definicion de variables

Para determinar la probabilidad de muerte de la poblacién en
México y de acuerdo a la revision de la literatura de este trabajo,
se definen como variables independientes y dependientes las
que se describen a continuacion.

Variables Independientes: afio de registro de muerte, ;
sexo de nacimiento, z puede ser“masculino” o “femenino”.

Variable Dependiente: nimero de sobrevivientes a edad
discreta, k, con defuncidn registrada el afio r y sexo z; repre-
sentada por L (k).

Covariables:

= nr.: Nimero de registros disponibles que pertenecen a la
cohorte de defunciones registradas para el afio 7 y sexo z.

= X, .: Bdad de muerte para el individuo 4, con afio
registrado r y sexo z.

= (z): Edad del individuo.

w () r,~: Funcién suavizada del nimero de sobrevivientes a
edad (z) para el afio registrado r y sexo z, y que representa
el suavizamiento de la funcién L(k) » para la edad (z)
mediante Splines.

= D(k)r,»: Conteo de los individuos que fallecen con edad
alcanzada k, donde k = 1,..., mdx; (X; r »).

= 3(x)r,-: Funcién estimada de supervivencia a edad (z),
para el afio registrado 7 y sexo z, a través de [(z)r».

» /i(z)r,>: Fuerza de mortalidad a edad (z), para el afio
registrado 7 y sexo z, estimada a través de () -.

Para el cdlculo de las variables L(k)r > y D(k)r,~ se definieron
las férmulas (20) y (21), de acuerdo con la Comision Nacional
q Ky dy
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de Seguros y Fianzas (2022).

L(O)r’z = MNrz (20)
Ny 2

D(k)rz = Y Wk<Xip.<k+1). QD)
=1

Se estableci6 ademds que
L(0)r,z = L(k = 1)r,z = D(k = L)r,z,

lo que permitié obtener de forma iterativa a L(k)r, .. Para
garantizar que se cumplieran las propiedades de una funcién
de supervivencia, se opt6 por suavizar la funcién L(k)r, -
mediante un Spline natural cibico, obteniendo asi la funcién
continua [ (z)r,~ con la expresién siguiente

méx(Xi,T’z)
(@) =mind > (L(k)rz — g(k)r,2)?
k=1 (22)

o0
+A- / g’ (t)2 .dt

— 00

La funcién de supervivencia se estima con la expresion (23),
de acuerdo con Bowers er al. (1986).

5(x)r, = Ly (23)

Asi, al ser { una funcién doblemente diferenciable; y Il (0)r7 PR
una constante respecto a la edad (z), se puede expresar la
derivada de (23) como se muestra a continuacion.

d d [(l(z)r
5 = — [ =222 ). 24
5@ = o ( ; (O)T’) 4)
Finalmente, (23) y (24) ofrecen una expresion equivalente para

la fuerza de mortalidad estimada en términos de la funcién
suavizada [(z)r, >, mostrada a continuacién.

3.2. Definicion del universo

Este estudio se basa en datos histdricos de la poblacién
general de México, restringiendo el andlisis a individuos cuyo
fallecimiento fue registrado en el periodo comprendido entre
2012 y 2021. En busqueda de obtener un comportamiento
generalizado a nivel nacional y mantener la posibilidad de
comparacién con referencias existentes, se admitieron regis-
tros provenientes de las 32 entidades federativas de México.

qyx I ds
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Asimismo, no se discriminé la muestra por ninguna causa de
defuncidn ni por caracteristicas sociales especificas. Como se
expuso anteriormente, las probabilidades de muerte utiliza-
das en la matematica actuarial incorporan una amplia gama
de factores sociodemograficos caracteristicos de la poblacién
en su conjunto y no estdn limitadas a causas particulares de
defuncién.

3.3. Tamaiio y tipo de la muestra

La base de datos estuvo compuesta por un total de 7,583,482
registros de defuncién en el periodo mencionado. Las seleccio-
nes de los registros son independientes entre si y representativas
de la poblacién, sin embargo, se realizaron esfuerzos para me-
jorar la integridad de los datos mediante la eliminacién de
registros corruptos o incompletos. Los datos obtenidos de cen-
sos suelen incorporar errores de captura debido a factores como
la imprecisién humana o canales de comunicacion ineficientes
para obtener estos datos. Para garantizar la calidad y confiabili-
dad de la informacion, se realiz6 un proceso de depuracion de
datos para identificar y eliminar los registros que presentaban
algtin tipo de problema en la captura, reduciendo asi el tamafio
final de la muestra a 6,865,137 registros.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Caracteristicas de la muestra

La muestra presenté una composicién de 2,998,574 indivi-
duos con sexo de nacimiento femenino, y 3,866,563 individuos
con sexo de nacimiento masculino, como se puede ver en la fi-
gura 1. Dado que la muestra fue discriminada en dos subgrupos
principales segin el sexo, se presentardn las caracteristicas de
cada subgrupo por separado.

56.3%. O Masculino
O Femenino

43.7%

Figura 1 Composicién de la muestra. Elaboracién propia.

En el segmento de la muestra correspondiente al género
femenino, se observo que la composicién del comportamiento
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laboral estuvo mayormente conformada por mujeres sin ocu-
pacién laboral, seguido de aquellas con perfiles profesionales
y técnicos, y finalmente, se encontraron individuos cuya ocu-

pacion no fue especificada. Esto estd representado en la figura
)

Figura 2 Distribucién de ocupacién laboral, género feme-
nino. Elaboracién propia.

Clave  Ocupacion

2000000 — " o8 !
2 Profesionistas y tecnicos
97 menores de 5 anos
99 No especificada

1500000 98 Insuficientemente especificada

1000000

500000
0 - s e e T P

Respecto a la causa de fallecimiento para el género femenino,
se identificaron como principales razones las enfermedades
endocrinas y metabdlicas, seguidas de las enfermedades isqué-
micas del corazén y las enfermedades del aparato respiratorio.
La jerarquia completa de estas causas puede visualizarse en el
histograma presentado en la figura 3.

Figura 3 Distribucién de causas de fallecimiento, género
femenino. Elaboracién propia.

M Clave Causa_defuncion
500000 20 Enfermedades endocrinas y metabolicas
_ 28 Enfermedades isquémicas del corazon
400000 33 Otras enfermedades del aparato respiratorio
35 Enfermedades de otras partes del aparato digestivo
06 Enfermedades viricas
300000 —
200000 —
100000
[
OMNMONO~OOTONNON—NOANNO=MONTOTO
NNOANND~ T~ O —OO0ONNO~OFTOLLONM— O

Finalmente, la mayorfa de los fallecimientos registrados en el
sexo femenino tuvieron lugar en la Ciudad de México, el Estado
de México, Veracruz y Jalisco. Esta dindmica demografica se
representa visualmente en la figura 4.

|  Gémez Herndndez y Morales Bonilla

Figura 4 Entidad de ocurrencia, género femenino. Elabora-
cién propia.

Entidad Conteo
Ciudad de México 355424
México 331266
Veracruz de Ignacio de la Llave 228979
Jalisco 198294
Puebla 169328
Guanajuato 143480
Nuevo Ledn 120194
Chiapas 114809
[13.013 a 28,158) Michoacn de Ocampo 111702

[28,158 & 53,448)
(53,448 a 66,216)
66,216 a 75,208)

B 175,208 o 111,702)

. [111,702 a 198,294)

. [198,294 a 355.424]

Oaxaca 108438

En relacién con el subgrupo de individuos de sexo de na-
cimiento masculino, se observaron caracteristicas similares
al subgrupo femenino. Predominantemente, se encontraron
individuos sin ocupacién laboral, seguidos de trabajadores
agricolas y artesanales. Asimismo, las principales causas de
muerte registradas fueron las enfermedades isquémicas del
corazoén, situando en este caso a las enfermedades endocrinas
y metabdlicas como la segunda causa mds comun, seguido de
enfermedades del aparato digestivo (excluyendo enfermedades
infecciosas intestinales). Similar al subgrupo anterior, la mayo-
ria de los fallecimientos del sexo masculino fueron registrados
en el Estado de México, la Ciudad de México, Veracruz y
Jalisco. Las visualizaciones detalladas de esta informacion se
presentan en las figuras 5, 6 y 7 respectivamente.

Figura 5 Distribucién de ocupacion laboral, género mascu-
lino. Elaboracién propia.

— Clave ‘Ocupacion

1000000 — 1 No trabaja
6 Trabajadores en actividades agricolas
& Trabajadores artesanales
800000 — 4 ‘Comerciantes, empleados en ventas y agentes de ventas

98 Insuficientemente especificada

600000 —

=

- © ©® N ® W ®» I~ 1O ™
- @ @ @ -
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Figura 6 Distribucién de causas de fallecimiento, género
masculino. Elaboracién propia.

= Clave Causa_defuncion

500000 28 Enfermedades isquémicas del corazon

20 Enfermedades endocrinas y metabdlicas

35 Enfermedades de otras partes del aparato digestivo
33 Oras enfermedades el aparato respiratorio

06 Enfermedades viricas

400000

300000

200000

100000

Figura 7 Entidad de ocurrencia, género masculino. Elabora-
cién propia.

Entidad Conteo

Meéxico 430316

N Ciudad de México 406423

' Veracruz de Ignacio de la Llave 281993
Jalisco 257374

Puebla 203341

Guanajuato 190501

Nuevo Ledn 156424

Michoacan de Ocampo 149312

[20,184 a 37,077) Chiapas 139557

Chihuahua 132412
37,077 a 70,521)

[70521 a 87,301)
87,301 a 106,454)
. (106,454 a 139,557)
B (139,557 o 257,374)
W 257374 2 w0319)

4.2. Calculo de variables

Los datos se procesaron a través del lenguaje de progra-
macién R, dada su eficiencia para manejar amplias bases de
informacién y su compatibilidad con el tratamiento estadistico.
El objetivo principal de este estudio consistié en transformar
los registros de defuncién en una tabla de vida para cada afio de
fallecimiento registrado disponible. Ademads, se segmentaron
las tablas por género del individuo, lo que dio como resultado
un total de 20 tablas distintas.

De acuerdo a la definicién previa de las variables, se
obtiene entonces que el afio de registro toma los valores
r = 2012,2013,...,2021. Adema4s, el sexo de nacimiento
se define con los valores z = 1, 2 (donde 1 representa el sexo
masculino y 2 el femenino). A continuacidn, se llevé a cabo
un proceso de filtracién y limpieza de datos con el propdsito
de enfocar el procedimiento exclusivamente en las variables
esenciales necesarias para la creacion de la tabla. Durante este
proceso, se eliminaron los registros que carecian de informacién
suficiente y se aplic6 el formato necesario para la formacién
final de la base de datos.

La tabla resultante contenia un total de 167,948 registros
después de haber sido sometida al proceso de limpieza y
selecciéon mencionados previamente. Estos registros formaron la
base que se utiliz6 para construir la tabla de vida correspondiente
al afio 2012 para el género masculino.

Los resultados para el cdlculo de la variable { (z)r,z, y que
en especifico en este trabajo se obtiene la funcién continua
il (2)2021,1 al solucionar la expresién (22), se muestran en la
figura 8.

Figura 8 Funcién lA(w)gole suavizada por Splines con el
método natural ctbico. Elaboracién propia.

o

.—{Zo(k)zm:’.l
B (7)2012,1

Edad

Entre los valores de la funcién [ (x)2021,1, se encuentra
el valor calculado para A, obtenido mediante la metodologia
LOOCYV expuesta en las ecuaciones (1 1)-(12), el cual resulté
igual a Appocy = 1.87365 X 10716, 10 que equivale a la
expresion siguiente.

1 ~
H Z (yi — l($)2012,17>\LooCV)2
%

T
?

paratoda A\; # Ar,oocv . Por otro lado, se muestra la funcién
f(x)2021,1, obtenida mediante splines por suavizamiento en la
figura 9, cuyo procedimiento es completamente andlogo para
todos los afios de registro disponibles y es posible de generalizar,
ciclar y almacenar.

Al calcular y obtener las funciones de fuerza de mortalidad
estimada para cada afio de registro, se hizo evidente la presencia
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Figura 9 Fuerza de mortalidad estimada 2012, género mas-
culino. Elaboracién propia.

Edad

de una considerable variabilidad entre las estimaciones. Estas
diferencias se representan graficamente en la figura 10.

Figura 10 Funciones de fuerza de mortalidad estimadas,
género masculino. Elaboracién propia.

[ -

Edad

Con el fin de disminuir esta variabilidad y de incorporar

| Gémez Herndndez y Morales Bonilla

los comportamientos identificados para cada afio de manera
simultdnea, se realiz6 un suavizamiento final sobre todas las
funciones de fuerza de mortalidad estimada, cuyo planteamiento
se expone en la ecuacion siguiente.

2021 9
fiz(2) =ming > > (i), —g2(0))
r=2012 ¢
+)\-/OO g7 (z)*dz

El procesamiento de la informacién permite obtener la funcién
fi-(x), que representa la fuerza de mortalidad estimada para el
sexo masculino. Esta funcién logré incorporar los comporta-
mientos observados en todos los afios analizados, ademds de
presentar una baja variabilidad, lo cual se visualiza en la figura
I'1. A partir de esta funcién es posible extraer y calcular todas
las variables necesarias para construir una tabla de vida que
englobe el comportamiento de mortalidad encontrado.

Figura 11 Funcidn final de fuerza de mortalidad estimada,
género masculino. Elaboracién propia.

Edad

Construir la funcién final de fuerza de mortalidad estimada
para el sexo femenino /i (z), involucré un proceso semejante,
sustituyendo el valor de la variable z = 2 en la programacién
previamente mencionada. En la figura 12 se presentan los
resultados de las estimaciones de la fuerza de mortalidad para
cada afio, asf como la estimacidn final correspondiente para los
individuos con género de nacimiento femenino.
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Figura 12 Funcion final de fuerza de mortalidad estimada,
género femenino. Elaboracién propia.

Edad

4.3. Calculo de tabla de mortalidad

Obtenidas las funciones de fuerza de mortalidad, . para el
sexo masculino y p» para el femenino, fue posible derivar todas
las funciones asociadas al uso de probabilidades de muerte
como se muestra a continuacion:

g sn) _sn) _
exp ( /0 () dx> L U]

paran > 0. Aunque es posible derivar una expresién exacta para
la integral f On w(x)dz, esto requerirfa integrar todos los nodos
que integran la funcién suavizada, lo cual resulta impreciso. En
su lugar, la integral se puede aproximar mediante un método
numérico. Ambas funciones se pueden ver en la figura 13.

De forma intrinseca se incorporan la totalidad de los datos
disponibles en los registros, al obtener 3(z) a partir de p(z).
Por ultimo, al definir /o = 100,000 se logré construir las tablas
de mortalidad mostradas en la tablas 1-3.

4.4. Comparacion empirica con otras tablas de mortali-
dad

Para examinar y comparar los patrones de mortalidad pre-
sentados en la tabla de vida previamente obtenida, asi como los
reflejados en las tasas de mortalidad de los beneficiarios de la
seguridad social mexicana segiin EMSSAH-09 y EMSSAM-09,
fue suficiente analizar una de las funciones relacionadas con las
probabilidades de muerte. Si se determinan que existen diferen-
cias en una funcién especifica, estas divergencias también se
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2012
2013
2014
2015
2018
2017
2018
2018
2020
2021

Figura 13 Funcidn de supervivencia obtenida por sexos.
Elaboracién propia.

Funcién de supervivencia

1.00-

0.75-

Sexo
& 0.50- Femenino

— Masculino

manifestaran en todas las demds funciones, ya que todas estin
estrechamente relacionadas. Para realizar esta comparacién se
decidi6 utilizar la funcién de supervivencia para la compara-
cion, pues al ser el complemento de una funcién de distribucién
probabilistica, se pudo evaluar si existia una diferencia entre
ambas muestras mediante una prueba de bondad de ajuste.

Pese a que no se contaba con la expresion exacta de la funcién
de supervivencia utilizada por la CNSF, fue posible derivar los
valores discretos de la funcion evaluada en cada edad, a través
de los valores de g, indicados en las tablas EMSSAH-09 y
EMSSAM-09. Para lograr esto, primero seguimos a Bowers
et al. (1986) y obtuvimos la expresiones siguientes:

s(z+1)
= l—p,=1- =" "7
qz Pz S(:E)

s(z+1) = (1-gz)-s(x)

Los resultados se encuentran en la tablas 4-6.

La figura 14 muestra la divergencia entre las estimaciones
de las tablas tablas EMSSAH-09 y EMSSAM-009, y las tablas
4-6. La diferencia es evidente.

No obstante, se decidié emplear la prueba de bondad de
ajuste Kolmogorov-Smirnov, en la cual se contrasta la hipétesis
nula de que una muestra aleatoria dada sigue alguna distribucién
de probabilidad tedrica propuesta. Es decir, si denotamos por
Fx cnsr alafuncién de distribucion exhibida por las tablas
de vida EMSSAH-09 y EMSSAM-09 para z = 1, 2 respecti-
vamente, y X ¢+ como la variable aleatoria que representa la
edad de muerte de un individuo registrado en las estadisticas
de defunciones generales del INEGI, entonces la hipétesis nula
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B Tabla 1 Tabla de vida construida por sexos para las
edades de 0 a 51 afos. Elaboracién propia.

Edad Ix_masculino gx_ li Ix_ ino  qx_femenino
0 100,000.00 0.0369221  100,000.00 0.0365917

I 96,307.79 0.0041892  96,340.83 0.0037477

2 9590434 0.0011124  95,979.77 0.0016054
3 95797.66 0.0013370  95,825.68 0.0012818
4 9566958 0.0008940  95,702.86 0.0009646
5 95584.05 0.0008195  95,610.55 0.0008345
6 9550572 0.0007434  95,530.76 0.0007294
T 9543473 0.0007058  95,461.08 0.0007303
8§ 95367.36 0.0006871  95,391.37 0.0006623
9 95301.84 0.0006973  95,328.19 0.0007109
100 9523538 0.0007393  95,260.42 0.0007269
I 95,164.98 0.0007743  95,191.17 0.0007350
12 95,091.29 0.0009015  95,121.21 0.0008834
13 95,005.56 0.0010481  95,037.18 0.0009832
14 9490598 0.0014205  94,943.74 0.0011023
15 94,771.17 0.0018854  94,839.08 0.0013679
16 94,592.49 0.0025115  94,709.34 0.0015422
17 94,354.93 0.0032742  94,563.28 0.0016632
18 94,045.99 0.0039775  94,406.01 0.0017779
19 93,671.93 0.0045653  94,238.17 0.0018719
200 93,244.29 0.0050643  94,061.77 0.0019842
21 92,772.07 0.0053656  93,875.13 0.0020246
22 9227428 0.0056489 93 685.07 0.0020752
23 91,753.03 0.0058099  93,490.65 0.0021532
24 91,219.96 0.0059359  93,289.35 0.0022460
25 90,678.48 0.0060943  93,079.82 0.0023201
26 90,125.86 0.0061528  92,863.87 0.0023430
27 89,571.34 0.0063921  92,646.29 0.0025013
28 88,998.79 0.0064473  92,414.55 0.0024539
29 8842499 0.0065476  92,187.77 0.0025692
30 87,846.02 0.0066609  91,950.93 0.0026446
31 87,260.88 0.0067352  91,707.75 0.0026972
32 86,673.17 0.0070018  91,460.40 0.0028768
33 86,066.30 0.0071114  91,197.29 0.0030503
34 8545425 0.0072646  90,919.11 0.0031161
35 84,83345 0.0076423  90,635.80 0.0033605
36 84,185.13 0.0079028  90,331.22 0.0036439
37 83,519.83 0.0082713  90,002.06 0.0038359
38 82,829.01 0.0085611  89,656.83 0.0041865
39 8211990 0.0090544  89,281.48 0.0044889
40 81,376.36 0.0094831  88,880.70 0.0047577
41 80,604.66 0.0098241  88.457.83 0.0051768
42 7981278 0.0104818  87,999.90 0.0055620
43 78976.21 0.0107961  87,510.44 0.0059660
44 7812357 0.0114153  86,988.35 0.0065190
45 7723177 0.0120134  86,421.28 0.0069738
46 76,303.95 0.0126178 85,818.59 0.0075300
47 7534116 0.0132653  85,172.38 0.0082634
48 74.341.74 0.0139652  84,468.56 0.0088682
49 73,303.54 00145694  83,719.48 0.0094174
50 7223555 0.0153249  82.931.05 0.0100656
51 71,128.55 0.0161575  82,096.30 0.0109119

supone que la distribucién empirica de X+ ~ Fx cnsF-
Esto es equivalente a plantear las hipdtesis expuestas en (25).

Ho: Xt =Fxconspvs. H1: Xzt # Fx cnsr- (25)
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B Tabla 2 Tabla de vida construida por sexos para las
edades de 52 a 86 afios. Elaboracién propia.

Edad Ix_masculino  gx_masculino  Ix_femenino  gx_femenino

52 69,979.29 0.0171651  §1,200.48 0.0116797
53 68,778.09 0.0181549  80,252.08 0.0126291
54 67,529.42 0.0191893  79,238.57 0.0136426
55 66,233.58 0.0204448  78,157.55 0.0145905
56 64.,879.45 0.0215715  77,017.20 0.0155112
57 63.479.90 0.0227467  75,822.57 0.0166609
58 62,035.94 0.0239268  74,559.30 0.0179429
59 60,551.62 0.0250289  73,221.49 0.0190115
60 59,036.07 0.0264452  71,829.44 0.0201270
61 5747485 0.0275716  70,383.73 0.0212363
62 55,890.18 0.0292141  68,889.04 0.0225864
63 54,257.40 0.0302514  67,333.09 0.0238802
64 52,616.04 0.0320283  65,725.16 0.0251233
65 50,930.84 0.0332071  64,073.93 0.0263373
66 49,239.57 0.0350492  62,386.40 0.0276423
67 4751376 0.0366005  60,661.89 0.0288565
68 4577473 0.0390402  58,911.40 0.0307837
69 43,987.68 0.0411069  57,097.89 0.0319295
70 42,179.48 0.0433218  55,274.78 0.0340647
71 40,352.19 0.0453834  53,391.86 0.0357733
72 38,520.87 0.0487046  51,481.86 0.0384665
73 36,644.73 0.0517126  49,501.53 00407687
74 3474973 0.0546877  47,483.42 0.0430342
75 32,84935 0.0582211  45,440.01 0.0463478
76 30,936.82 0.0625121  43,333.97 0.0497419
77 29,002.90 0.0675412  41,178.45 0.0535261
78 27.044.01 0.0723180 3897433 0.0582527
79 25,088.24 0.0771699  36,703.97 0.0622437
80 23,152.18 0.0832827 34,419.38 0.0683659
81 21,224.00 0.0890135  32,066.27 0.0726628
82 19,334.78 0.0981228  29,736.24 0.0814168
83 17.437.60 0.1055157  27,315.21 0.0896849
84 15,597.66 0.1140285 2486545 0.0963752
85  13.819.08 01220585 22,469.04 0.1037292
86 12,132.34 0.1310469  20,138.34 0.1127017

Se calcul6 la distribucién empirica de X . mediante el método de
la transformada inversa Bertrand er al. (2009). En este enfoque,
se utiliza una variable aleatoria distribuida uniformemente en el
intervalo (0, 1) para simular valores aleatorios equiprobables
entre 0 y 1. Estos valores se introducen posteriormente en
alguna funcién de distribucién inversa, en este caso Fj ! (z),
para obtener realizaciones aleatorias de X . Esto es:

X.i= Fz_l(Ui), parai =1,...,n. (26)

El tamafio de la muestra aleatoria n, dependerd de la cantidad de
valores extraidos de los valores aleatorios con distribucion uni-
forme U;. Es importante enfatizar que, mientras F'x cnsF (z)
representa la distribucion teérica de la variable aleatoria X,
obtenida mediante suavizamiento por splines, F‘Xz (z) corres-
ponde a la distribucién empirica de X .. Esta dltima se calcula
a partir del muestreo aleatorio descrito en (26) y (19). Esto es:

D= méx |Fx cnsF (@) = Fx_ ()] @7
G K ds
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B Tabla 3 Tabla de vida construida por sexos para las
edades de 87 a 120 afios. Elaboracién propia.

Edad Ix_masculino gx_masculino Ix_femenino gx_femenino

87  10,542.44 0.1410209  17,868.72 0.1243636
88  9,055.73 0.1530408  15,646.50 0.1355771
89 7,669.84 0.1653049  13,525.19 0.1476404
90 6,401.98 0.1302720 11,528.33 0.1601642
91 524788 0.1922704  9,681.90 0.1712760
92 423887 0.2068379  8,023.62 01916315
93 336211 0.2249165  6,486.04 0.2047162
94 2,605.92 0.2368292 5,158.25 0.2182004
95  1,988.76 0.2517885  4,032.71 0.2338731
96 1,488.01 0.2627052  3,089.57 0.2436604
97  L097.10 0.2771772 2,336.77 0.2557088
98 79301 0.2874340  1,739.23 0.2772323
99  565.07 0.2904527  1,257.06 0.2760963
100 400,95 0.3048427  909.99 0.2997517
101 278,72 0.3076645  637.22 0.3013631
10219297 0.3197835  445.19 0.3147910
103 131.26 0.3326217  305.05 0.3249809
104 87.60 0.3213328  205.91 0.3317357
105 5945 0.3181446  137.60 0.3433943
106 40.54 0.3135346 9035 0.3315319
107 2783 0.2898633  60.40 0.3181683
108 19.76 0.3155009  41.18 0.3271224
109 1353 0.3043105 2771 0.3254155
110 9.41 0.2885405  18.69 0.3427086
11 6.70 0.2616140  12.29 0.3041001
112 4.94 0.3727273  8.55 0.3752962
13 310 0.4579323  5.34 0.4108194
114 1.68 0.3420489  3.15 0.4664055
15 L1 0.3144588  1.68 0.3234208
16 0.76 0.0910488  1.14 0.5050578
17 0.69 0.3387663  0.56 0.1757120
118 0.46 0.2499203  0.46 0.2108398
119 0.34 0.0369221 037 0.0365917
120 0.18 0.0369221  0.29 0.0365917

Segin Rohatgi y Saleh (2015), el estadistico de prueba expre-
sado por (27) mide la discrepancia maxima observada entre
las dos distribuciones, y para un nivel de significancia « de
la prueba del 99 %, se rechaza la hipdtesis nula si se cumple
la condiciéon D > Dgg1 = 0.0163. La visualizacion de la
prueba se presenta en la figura 15. El valor calculado del estadis-
tico fue de D = 0.3706448 para el subgrupo masculino y de
D = 0.48562075 para el subgrupo femenino. En ambos casos,
se rechaza la hipdtesis nula adin con un nivel de significancia del
99 %. Por lo tanto, se concluye que las estimaciones resultantes
de un suavizamiento sobre las probabilidades de muerte de la
poblacién de México provienen de un comportamiento diferente
respecto a las estimaciones exhibidas en las tasas de mortalidad
de activos para la seguridad social mexicana EMSSAH-09 y
EMSSAM-09.

Figura 14 Comparativa de funciones de supervivencia. Ela-
boracién propia.

Funciones de supervivencia, sexo masculino Funciones de supervivencia, sexo femenino

% 0.50- % 0.50-

— EMMSA-09
~— Estimacion por suavizamiento

Figura 15 Contraste de las funciones de distribucién empiri-
cay tedrica de la prueba. Elaboracién propia.

Funciones de distribucién, sexo masculino Funciones de distribucion, sexo femenino

1.00-

X 050-

Origen
*  EMMSA-09
+ Funcién Empirca
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B Tabla 4 Tablas de vida EMMSA-09 para las edades de 0
a 51 afios. Elaboracién propia.

Edad Hombres qx  Mujeres qgx  Hombres sx =~ Mujeres sx

0 0.00138 0.00092 1.0000000  1.0000000
1 0.00138 0.00092 09986200 0.9990800
2 0.00139 0.00092  0.9972419 0.9981608
3 0.00140 0.00092  0.9958557 0.9972425
4 0.00142 0.00092  0.9944615 09963251
5 0.00143 0.00092 09930494  0.9954085
6 0.00145 0.00092  0.9916293  0.9944927
7 0.00147 0.00092  0.9901915 09935777
8 0.00149 0.00092  0.9887359  0.9926637
9 0.00152 0.00092 09872627 09917504
10 0.00155 0.00092  0.9857620  0.9908380
11 0.00158 0.00092  0.9842341  0.9899264
12 0.00161 0.00092  0.9826790  0.9890157
13 0.00165 0.00092  0.9810969 09881058
14 0.00168 0.00092  0.9794781 0.9871967
15 0.00172 0.00092  0.9778326 0.9862885
16 0.00177 0.00092 09761507 09853811
17 0.00181 0.00092 09744229  0.9844746
18 0.00186 0.00093  0.9726592 0.9835689
19 0.00191 0.00093  0.9708501 0.9826541
20 0.00197 0.00093 09689957 09817403
21 0.00202 0.00093  0.9670868 09808273
22 0.00209 0.00094  0.9651333 09799151
23 0.00215 0.00094 09631162 09789940
24 0.00222 0.00095  0.9610455 09780737
25 0.00230 0.00095 09589120 09771445

26 0.00237 0.00096  0.9567065 0.9762163
27 0.00246 0.00096  0.9544391 09752791
28 0.00254 0.00097 09520911 09743428
29 0.00264 0.00098  0.9496728 09733977
30 0.00274 0.00099  0.9471657 09724438

31 0.00284 0.00100  0.9445705 09714811
32 0.00295 0.00101 0.9418879  0.9705096
33 0.00307 0.00102  0.9391093 09695294
34 0.00319 0.00104  0.9362262  0.9685404
35 0.00332 0.00105 09332397  0.9675332
36 0.00346 0.00107 0.9301413  0.9665173
37 0.00361 0.00109  0.9269230 0.9654831

38 0.00377 0.00111 09235768  0.9644307
39 0.00393 0.00113  0.9200950  0.9633602

40 0.00411 0.00116 09164790 09622716
41 0.00430 0.00118 09127123 09611554
42 0.00450 0.00121  0.9087876  0.9600212
43 0.00471 0.00124  0.9046981 09588596
44 0.00493 0.00128  0.9004369 09576706
45 0.00517 0.00132  0.8959978 09564448
46 0.00542 0.00136  0.8913655 09551823
47 0.00569 0.00141  0.8865343 0.9538832
48 0.00598 0.00146  0.8814899 0.9525382

49 0.00629 0.00151 08762186 09511475
50 0.00661 0.00158  0.8707072 09497113
51 0.00696 0.00164 0.8649518  0.9482107

5. CONCLUSIONES

Tras el andlisis de los resultados, no solo se determiné que
el procedimiento de suavizamiento por splines proporciona

|  Gémez Herndndez y Morales Bonilla

B Tabla 5 Tablas de vida EMMSA-09 para las edades de
52 a 86 afios. Elaboracidn propia.

Edad Hombres gx  Mujeres gx = Hombres sx = Mujeres sx

52 0.00733 0.00172  0.8589317  0.9466557
53 0.00772 0.00180 0.8526358 09450274
54 0.00814 0.00189  0.8460534 09433264
55 0.00859 0.00199  0.8391665 09415435
56 0.00906 0.00211  0.8319581  0.9396698

57 0.00957 0.00223  0.8244205 0.9376871
58 0.01011 0.00237  0.8165308 09355961
59 0.01069 0.00253  0.8082757 0.9333787
60 0.01131 0.00270  0.7996352 09310173
61 0.01198 0.00290  0.7905914 09285035

62 0.01268 000312  0.7811201 09258109
63 0.01344 0.00336  0.7712155 09229223
64 0.01425 0.00364  0.7608504 09198213
65 0.01512 0.00396  0.7500082 09164732
66 0.01604 0.00432  0.7386681 09128439
67 0.01703 0.00473  0.7268199  0.9089004

68 0.01810 0.00520  0.7144421 09046013
69 0.01924 0.00574  0.7015107  0.8998974
70 0.02045 0.00636  0.6880137  0.8947320
71 0.02176 0.00707  0.6739438  (.8890415
72 0.02316 0.00790  0.6592788  0.8827560
73 0.02467 0.00886  0.6440099  0.8757822

74 0.02628 0.00998  0.6281221 0.8680228
75 0.02801 001130 0.6116151  0.8593599
76 0.02986 0.01285  0.5944838  0.8496492
77 0.03185 001467  0.5767325 0.8387312
78 0.03399 0.01683  0.5583635 0.8264270
79 0.03629 0.01940  0.5393848 0.8125182
80 0.03875 0.02247 05198105 0.7967554
81 0.04139 0.02614 0.4996678  (0.7T8E523
82 0.04423 0.03056  0.4789866  0.7584931
83 0.04728 0.03588  0.4578010 0.7353135
84 0.05055 0.04233 04361562  0.7089305
85 0.05406 0.05014  0.4141085 0.6789214
86 0.05783 0.05964  0.3917218  0.6448803

estimaciones sustancialmente diferentes a las dictaminadas
por la CNSF, sino que también se identificé evidencia que
sugiere una posible subestimacién de la mortalidad actual en
las tablas de vida EMSSAH-09 y EMSSAM-09. En ambos
subgrupos de sexo, el modelo suavizado exhibi6 probabilidades
de muerte inferiores desde la edad O hasta los 101 afios en el
caso femenino y los 108 afios en el masculino. Sin embargo, este
fendmeno se compensé por un decremento mucho mds gradual
en la funcién de supervivencia suavizada, a comparacion de su
homélogo regulatorio. Dicho distintivo se manifesté de manera
mas pronunciada en el subgrupo femenino, como se evidencia
en la figura 15.

Es de resaltar que no fue necesario implementar restricciones
explicitas para la forma del modelo, como aquellas expuestas
en las expresiones (14) y (15). Ademas, la metodologia pro-
puesta ofrece una aproximacién mds precisa para funciones que
involucran cdlculos infinitesimales, como la funcion de fuerza

9« I dy
L iy Px
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B Tabla 6 Tablas de vida EMMSA-09 para las edades de
87 a 110 afios. Elaboracién propia.

Edad Hombres gx Mujeres gx = Hombres sx = Mujeres sx

87 0.06187 0.07121  0.3690685  0.6064197
88 0.06621 0.08530 03462342 0.5632365
89 0.07087 0.10245 03233101  0.5151924
90 0.08147 0.12327 03003971 0.4624110
91 0.09207 0.14846 02759237  0.4054096
92 0.10439 0.17874 02505194  0.3452225
93 0.11835 0.21478 02243677 0.2835174
94 0.13418 0.25716  0.1978138  0.2226235
95 0.15212 030616 0.1712711  0.1653737
96 0.17247 036163  0.1452174  0.1147429
97 0.19554 0.42286  0.1201717  0.0732484
98 0.22170 0.48842  0.0966734  0.0422746
99 0.25135 0.55626  0.0752409  0.0216268

100 0.28497 0.62390  0.0563291  0.0095967

101 0.32309 0.68873  0.0402770  0.0036093

102 0.36630 0.74844 00272639  0.0011235

103 041530 0.80133  0.0172771  0.0002826

104 0.47085 0.84648  0.0101019  0.0000561

105 0.53383 0.88375  0.0053454  0.0000086
106 0.60523 0.91358  0.0024919  0.0000010
107 0.68618 0.93683  0.0009837  0.0000001
108 0.77796 0.95453  0.0003087  0.0000000
109 0.88202 0.96773  0.0000685 0.0000000
110 1.00000 1.00000  0.0000081  0.0000000

de mortalidad, en contraste con enfoques discretos como el de
(19).

En cuanto al aspecto préctico, es relevante resaltar la dispo-
nibilidad de los registros de mortalidad general del INEGI para
uso publico. Aunque esta investigacién no discrimina los datos,
se abre la posibilidad de hacerlo segtin la ocupacion, causa de
muerte, entidad federativa u otras estructuras variables, con el
objetivo de construir modelos estadisticos de mortalidad mas
detallados por factores especificos. Esto podria traducirse en
probabilidades de muerte mds precisas, sacrificando robustez
estadistica en aras de una estimacién mas especializada.

No obstante, existen desventajas importantes en el uso de
este procedimiento. Por un lado, la eleccién de los afios de re-
gistro para la ventana temporal 2012-2021, fue completamente
arbitraria. Utilizar una cantidad de registros menor (conser-
vando sélo los afios mds recientes, por ejemplo), o mayor (de
ser disponibles), hubiera proporcionado resultados diferentes.
Igualmente, se eligié implementar la técnica de suavizamiento
por splines sobre las funciones [ (z). Sin embargo, también
hubiera sido posible construir una tabla de vida que incorpo-
rase todos los registros disponibles, sin agruparlos por afio
de registro. Sumado a estas alternativas, también se sugiere
como tema de investigacion futuro explorar si las estimaciones
obtenidas mediante este método son objetivamente superiores a
las comparaciones realizadas, puesto que la hipétesis propuesta

qyx ' ds

‘V\ A\

L iy P

s6lo contemplaba validar si eran diferentes.

Un objetivo implicito de esta investigacion fue proporcionar
una metodologia clara y flexible, accesible para todos los lec-
tores, para obtener estimaciones de probabilidades de muerte.
Se repasaron los requisitos tedricos para la aplicaciéon de un
modelo de suavizamiento por splines, con el propésito de do-
tar a cualquier interesado de las herramientas necesarias para
personalizar este modelo segin sus necesidades y objetivos
de investigacion. Finalmente, este estudio fue un esfuerzo por
alentar a futuros investigadores de incursionar en el descubri-
miento de técnicas novedosas, que fortalezcan y desarrollen la
profesién actuarial en México y en el mundo.
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1. INTRODUCCION

La Cruz Roja Mexicana es una institucién no gubernamental
de asistencia humanitaria que tiene un papel muy importante en
la sociedad por medio de apoyo en situaciones de emergencia
y desastres, y servicios de salud. Su misién abarca desde la
atencién a victimas de accidentes hasta la respuesta a grandes
catdstrofes, segtin dice la Cruz Roja Mexicana (2023, 2024b).
Sin embargo, en los tdltimos afios ha enfrentado desafios fi-
nancieros significativos que amenazan su capacidad operativa.
Este estudio propone el disefio de un seguro de gastos médicos
para urgencias y consultas, como una solucién para generar
ingresos adicionales y garantizar la estabilidad financiera de la
organizacion.

Normalmente, el funcionamiento de la Cruz Roja Mexicana
ha dependido de donaciones privadas, aportaciones voluntarias
y eventos de recaudacion de fondos para financiar sus opera-
ciones. Sin embargo, desde 2020, la colecta nacional anual se
suspendi6 debido a la pandemia de COVID-19, lo que redujo
significativamente sus ingresos. Segin Medrano (2023), esta
situacién ha llevado a que doce de las 30 delegaciones en el
Estado de México estén en riesgo de cierre por falta de recursos
financieros.

En el ano 2024, se 1levo a cabo la colecta nacional “Todos
Somos Héroes” del 21 de febrero al 31 de mayo, pero su
alcance no fue el mejor debido a que tnicamente se podian
hacer aportaciones dentro de la pagina web de la organizacién
y via bancaria, reduciendo su alcance (vea Cruz Roja Mexicana
(20244a)). Ademds, la institucion ha enfrentado una disminucién
en el apoyo gubernamental y empresarial. El gobierno actual
ha optado por retirar ciertas ayudas, y las contribuciones de
empresarios han disminuido. De acuerdo con Celis (2023), esta
combinacion de factores ha resultado en una caida de hasta el
70 % en los fondos recaudados.

La propuesta de disefiar un seguro de gastos médicos es
atractiva por varias razones. Primero, ofrece una fuente de
ingresos sostenible que puede reducir la dependencia de la
Cruz Roja Mexicana de donaciones y apoyo gubernamental. Se
puede ofrecer un producto accesible para personas de clase baja
alta y media, que de acuerdo con las estadisticas experimentales
del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (2021) son
las personas que tienen un ingreso mensual desde los $12,977
hasta $23,451, ampliando la base de usuarios y generando in-
gresos recurrentes. Este enfoque no sélo fortalece la estabilidad
financiera de la institucion, sino que también amplia el acceso a
servicios médicos para poblaciones que de otro modo podrian
carecer de cobertura adecuada o tendrian que enfrentar las
deficiencias del sector salud publico del pais. Al incluir cober-
tura para urgencias médicas y consultas generales, el producto
garantiza atencién inmediata en situaciones criticas, al tiempo
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que fomenta un monitoreo constante de la salud de los usuarios.
Este estudio, mediante el uso de herramientas de probabilidad,
estadistica, finanzas y cdlculo actuarial, busca crear un modelo
viable que responda a esta necesidad, garantizando que la Cruz
Roja Mexicana pueda continuar su labor en beneficio de la
sociedad y ofreciendo cobertura médica de calidad y accesible
a los mexicanos.

Planteamiento del problema

El problema se plantea a partir de la reciente disminucién
en los ingresos financieros de la Cruz Roja, lo que ha generado
dificultades en la prestacién de sus servicios y ha afectado la
salud de la poblacién mexicana. Ante esta situacion, resulta
viable proponer un seguro de gastos médicos dirigido a la clase
baja alta y media en México, con el propésito de contribuir a la
cobertura de los gastos operativos de la institucién y garantizar
la continuidad de sus servicios.

Justificacion

La implementacién de un modelo que genere flujos financie-
ros adicionales para la Cruz Roja Mexicana, mediante un seguro
de gastos médicos accesible para la poblacién a la que brinda
atencion, fortaleceria su estabilidad econémica y garantizaria
la continuidad de sus operaciones. Esta iniciativa contribuiria a
la sostenibilidad de sus servicios, permitiendo una prestacién
eficiente y oportuna de la atencién médica, en beneficio de los
sectores mds vulnerables de la sociedad.

Objetivos

El objetivo principal de este proyecto es generar ingresos
adicionales para la Cruz Roja Mexicana mediante la implemen-
tacion de un seguro de gastos médicos dirigido a los sectores
de clase baja alta y media, con el fin de fortalecer su estabilidad
financiera, y que garantice la accesibilidad y continuidad de los
servicios para los beneficiarios.

2. MARCO TEORICO

Modelos de valores extremos heterogéneos en el calculo
de la prima del seguro

El trabajo de fin de méster de Esteban (2022), desarrollado
en el departamento de cuantificacion de riesgos de la Univer-
sitat Politécnica de Catalunya—Universitat de Barcelona, se
enfoca en mejorar la modelizacién de los costos siniestrales
en seguros, especialmente aquellos de cardcter extremo. Estos
eventos, dificiles de capturar con modelos tradicionales como
la distribucién Gamma o log-Normal, representan un reto clave
para establecer tarifas que reflejen adecuadamente el riesgo
asegurado.
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Para abordar esta problematica, Esteban propone un modelo
estadistico basado en la distribucién generalizada de Pareto,
ajustada para manejar datos truncados e inflados a cero, aplicado
a una cartera de seguros de automdévil. El modelo consta de
dos componentes: una distribucién binomial para estimar la
proporcién de siniestros extremos y una distribucion Pareto
para calcular el costo medio de estos. Ademds, se emplea una
distribucién binomial negativa para modelar la frecuencia de
los siniestros.

Uno de los principales aportes del estudio es la mejora en
la precision de las estimaciones tarifarias al capturar adecua-
damente la severidad de los eventos extremos, superando las
limitaciones de los modelos usuales con colas ligeras. A través
de ejemplos practicos, Esteban demuestra como su enfoque
ofrece una herramienta mas robusta para el disefio de tarifas, lo
que representa un avance significativo en la gestién del riesgo
financiero en el sector asegurador. Su investigacién no sélo
aporta una solucién metodoldgica innovadora, sino que también
fortalece la toma de decisiones en la elaboracién de tarifas mas
justas y ajustadas al riesgo real.

Ejemplos de proyectos de medicina prepagada en Amé-
rica Latina Plan de intervencion Sani Salud en Casa
IPS S.A.S.

La medicina prepagada en Colombia es un modelo de
aseguramiento de salud que permite que los usuarios accedan
a servicios médicos a cambio de un pago anticipado, ya sea
mensual o anual, a una entidad especifica. Este sistema busca
ofrecer a los usuarios un acceso mds 4gil y eficiente a servicios
de salud, en comparacién con el sistema de salud publica
tradicional. La medicina prepagada comenzé a consolidarse
en este pafs a partir de la década de 1990 con la Ley 100
de 1993. Este modelo permite a los afiliados acceder a una
variedad de servicios médicos que incluyen consultas, exdimenes,
hospitalizacién y atencién de urgencias. La principal ventaja
de este servicio es la rapidez y eficiencia en el acceso a la
atencion médica, lo que minimiza las esperas que a menudo se
experimentan en el sistema publico de salud.

Entre las caracteristicas mds destacadas de la medicina pre-
pagada se encuentra la posibilidad de elegir entre una red de
profesionales y centros de salud. Esta flexibilidad permite a
los afiliados recibir atencioén de acuerdo con sus preferencias y
necesidades especificas. Ademds, muchas entidades han incor-
porado modalidades de atencién a distancia, como teleconsultas,
especialmente en respuesta a la pandemia de COVID-19. Es
importante tener en cuenta que, a pesar de las amplias cobertu-
ras que ofrecen los planes de este servicio, existen limitaciones
y exclusiones que pueden aplicar a algunos tratamientos o
condiciones preexistentes. Por lo tanto, antes de optar por un
plan, los usuarios deben informarse adecuadamente sobre las
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condiciones que aplican.

La medicina prepagada en Colombia ha crecido significati-
vamente en los Ultimos afios, siendo un componente crucial del
sistema de salud del pafs. Segtn datos de la Superintendencia
de Salud, en 2019 habia aproximadamente 1,520,496 personas
afiliadas a este servicio. Este aumento en la afiliacion refleja la
preferencia de los colombianos por alternativas que les brinden
un acceso mds 4gil a la atencién médica. Segtn Neissa (2021),
a pesar de la crisis sanitaria de la COVID-19, la cobertura de
salud en el pafs se mantuvo alta, alrededor del 97.81 %, lo
que indica que el servicio ha sabido adaptarse y sostener su
relevancia frente a los desafios presentados.

Analisis de cobertura de medicina prepagada en Pichin-
cha (2019-2020)

Este articulo analiza la situacion de la medicina prepagada
en la provincia de Pichincha, Ecuador. En esa entidad, se han
registrado 17 compaiifas de medicina prepagada, incluyendo
el Instituto Ecuatoriano de Seguridad Social. A pesar de la
considerable generacion de ingresos, que suma 581 millones
de délares entre 2019 y 2020, estas compaififas sélo alcanzan a
cubrir aproximadamente el 15 % de la poblacién con ingresos
medio-altos. Este dato muestra la baja penetracién del mode-
lo de medicina prepagada en comparacion con las evidentes
necesidades de atencién médica de la poblacion.

Los resultados muestran que, de cada 100 habitantes, s6lo
48 tienen acceso a un seguro de atencién médica, y de estos,
15 son beneficiarios de medicina prepagada. Mds preocupante
es el hecho de que mds de la mitad de la poblacién carece de
cualquier tipo de cobertura médica, lo que les obliga a recurrir
a los servicios del Ministerio de Salud Publica o a fundaciones
de beneficencia para recibir atencién. Esta realidad indica que,
aunque la medicina prepagada ha proporcionado una opcion
viable para una parte de la poblacidn, su cobertura efectiva es
limitada, dejando a muchos sin acceso a atencién adecuada.

La cultura de aseguramiento en la poblacién parece estar
marcada por una desconfianza general hacia los seguros de
salud, un factor que complica atin mds la situacién. Segin Ortiz
et al. (2021), la alta proporcion de la poblacién que no tiene
acceso a medicina prepagada, representando un 51.8 %, sugiere
que las personas no disponen de los recursos suficientes para
acceder a estos servicios de salud, lo que acentiia su dependencia
de la atencién publica.

Analisis de valores extremos de la Cruz Roja

Nuestro primer paso consistié en elaborar un analisis esta-
distico de valores extremos a los datos operativos de la Cruz
Roja Mexicana, especificamente al registro mensual de costos
por atencién médica urgente. El objetivo fue identificar la dis-
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tribucién que mejor se ajusta a los datos y permite caracterizar
adecuadamente la severidad y frecuencia de los eventos.

= Severidad: Se encontré que los datos presentan colas pesa-
das, lo que justifica el uso de la distribucién Generalizada
de Pareto (DGP) para modelar los costos mds elevados.
Esta distribucién permiti6 identificar la probabilidad de
ocurrencia de siniestros de alto impacto econdémico.

= Frecuencia: El conteo mensual de eventos se ajusté bien
a una distribucién binomial negativa, lo que refleja la alta
dispersion en la cantidad de atenciones urgentes por mes.

= Aplicacién: Estos resultados fueron fundamentales para
proponer un esquema de tarificacién mas robusto, al
permitir cuantificar con mayor precision el riesgo asociado
a la operacion de los servicios médicos.

= Limitaciones: Se identificé una alta variabilidad estacio-
nal, por lo que se recomienda actualizar periédicamente el
andlisis, considerando ajustes por época del afio y eventos
extraordinarios como pandemias o desastres naturales.

A partir de eso, y sustentados en el articulo de Pcrez (2022),
concluimos que el uso de modelos de valores extremos mejora
significativamente la capacidad de la Cruz Roja para disefar
productos de seguro con coberturas realistas y sostenibles,
y para tomar decisiones informadas sobre la asignacién de
recursos y la planificacién presupuestaria.

Marco conceptual de la investigacion

A continuacién describimos los elementos clave que susten-
tan la metodologia de disefio del producto.

Calculo actuarial.  Es el conjunto de herramientas matemati-
cas y estadisticas que permite evaluar riesgos, disefar tarifas y
garantizar la solvencia financiera de los productos de seguro.
Se basa en teoria de probabilidades, inferencia estadistica y
modelos estocdsticos.

Prima de Riesgo. La prima de riesgo es el valor esperado
de los siniestros que se espera cubrir durante un periodo de-
terminado. Representa la parte técnica y fundamental de la
prima, calculada exclusivamente en funcién de la probabilidad
de ocurrencia de los eventos asegurados y el costo promedio
asociado a ellos Promislow (2014).

Matemdticamente, la prima se define como:

Prima Pura o de Riesgo = E[S] = E[N| x E[X] (1)
Donde:

= [E[N] es la frecuencia esperada de los siniestros
» [E[X] es la severidad esperada, es decir, el costo promedio
por siniestro
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Prima de Tarifa. La prima de tarifa es el monto total que
se cobra al asegurado por el servicio de aseguramiento. Esta
prima no solo contempla el valor esperado de los siniestros,
sino también un margen adicional que permite cubrir otros
costos asociados a la operacién del seguro, como los gastos
administrativos, provisiones para eventos extremos y un posible
margen de utilidad. La férmula utilizada para calcularla es:

Prima Tarifa = Prima de Riesgo x (1 4+ Margen de Costo),

donde el Margen de Costo es un porcentaje adicional aplicado
sobre la prima de riesgo, destinado a cubrir otros costos no
relacionados directamente con los siniestros. Incluye gastos
operativos, reservas, carga administrativa y posibles ganancias.

Modelo de medicina prepagada. Segiin la Organizacion
Panamericana de la Salud (2018), es un esquema donde el
usuario paga una cuota fija por anticipado a cambio de acceso
a servicios médicos bésicos, sin considerar un esquema de
mutualizacién del riesgo como en un seguro tradicional. Vea la
tabla 1.

Costo esperado del usuario. El costo anual esperado por
usuario se calcula como:

Cesperado =nx Cservicim
donde:

= Cesperado: €8 €l costo total esperado por usuario en un afio.

= n: es el nimero estimado de servicios utilizados por el
usuario en un afio.

® Cgervicio: €s €l costo promedio de cada servicio.

Cuota con margen de seguridad. Para garantizar la sos-
tenibilidad del modelo, se agrega un margen de seguridad
o

C(total = Cesperado + (Cesperado X 05)
donde:

= Cional: es la cuota total anual ajustada con margen de
seguridad.
= a: es el porcentaje de margen de seguridad.

Distribucion Generalizada de Pareto. Es clave para modelar
eventos extremos. Su funcién de distribucion acumulada es:

1_<1+@)f1/57 £#0,

F(zsp,0,€) = N
1—exp<—T‘L)7 &=0.
Esperanza bajo DGP.
E[X] :u+1i_£, sie< 1
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B Tabla 1 Diferencias clave entre un seguro de salud y medicina prepagada.

Caracteristica | Seguro de Gastos Médicos Medicina Prepagada

Riesgo Compartido entre aseguradora y asegurados | Sin mutualizacién; el usuario cubre el costo fijo
Costo Variable; depende del siniestro Fijo; por cuota mensual o anual

Uso Se activa ante un evento cubierto Acceso constante a servicios definidos
Regulacion Supervisado por la CNSF No siempre regulado como seguro

Varianza bajo DGP.

0_2

(1-82(1 -2’
Varianza total del riesgo agregado.  La varianza del total de
siniestros S es:

Var(S) = E[N] - Var(X) + Var(N) - (E[X])?,

Prima de tarifa ajustada por riesgo. Considera un ajuste
adicional:

Tarifa Ajustada = E[S] + 21—, - 1/ Var(S),
donde z1_, es el cuantil de la distribucién Normal estdndar
asociado al nivel de confianza 1 — e.

Var(X) = si& < 0.5.

Capital inicial.  Se estima para garantizar solvencia ante even-
tos extremos:

_ols]
1+i’

donde ¢ es la probabilidad de ruina, i la tasa de interés y o'[S]
la desviacion estdndar del costo total.

Up=d '(1—¢)

Ejemplo en R.  El siguiente c6digo ajusta una DGP sobre
datos de siniestros extremos:

# Librerias
install.packages("evd")
library(evd)
install.packages("extRemes")
library(extRemes)

# Datos (excesos sobre umbral)
residuales <- c(0, 4000, 14000, 14000)

# Ajuste DGP
ajuste<-fevd(residuales,type="GP",threshold=0)
summary (ajuste)

Este listado en R estima los pardmetros o y & sobre los datos
y permite obtener la esperanza.
qyx Iy ds
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Relacién con la propuesta de seguro

El marco conceptual actuarial permite estructurar un produc-
to de medicina prepagada viable para la Cruz Roja Mexicana.
La aplicacién de distribuciones de colas pesadas como la DGP
permite estimar adecuadamente la frecuencia y severidad de
incidentes de alto costo. El cdlculo de la prima incorpora no
s6lo el valor esperado de siniestros, sino también ajustes por
gastos, incertidumbre y solvencia. La metodologia asegura que
el producto pueda ofrecer cobertura adecuada a personas de
clase media y baja-alta sin comprometer la estabilidad financie-
ra de la institucion. Nuestra meta es ajustar la tarifa a distintos
perfiles de riesgo, haciendo el esquema mads justo y equitativo.
Esto refuerza la viabilidad técnica del modelo, ofreciendo un
producto solidario, accesible y sostenible.

3. METODOLOGIA

Estrategia de la investigacion

La investigacion es de tipo cuantitativo, con un enfoque des-
criptivo orientado a modelar el comportamiento de los eventos
extremos registrados en los servicios médicos brindados por la
Cruz Roja Mexicana. Para ello, se emplean técnicas actuariales
y estadisticas que permiten analizar los datos histdricos, estimar
la frecuencia y severidad de los siniestros, y calcular la prima
correspondiente al seguro propuesto. Ademds, el estudio incor-
pora un componente exploratorio al integrar modelos de valores
extremos que no son de uso comun en la practica actuarial local.
La figura | resume estas ideas.

Alcance de la investigacion

El alcance de este estudio es de tipo cuantitativo, ya que
se busca medir y analizar numéricamente la frecuencia y la
severidad de los eventos extremos registrados en los servicios
médicos de la Cruz Roja en Naucalpan durante el afio 2023. A
partir de esta informacidn, se propone el disefio de una prima
de tarifa adecuada para un seguro de gastos médicos.

El estudio es de tipo no experimental, ya que se utilizaran
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TEMA: Disefio de un seguro de gastos médicos para los
beneficiarios de la Cruz Roja

— EVOLUCION DEL POBLACIAN INTERFERENCIA DEL
FENOMENO INVESTIGACION
Enfoque Transversal Descriptiva Observacional
retrospective

n 2023, J
o b que e va a
nalizar e I frecuencia y

resliados y o
Enanciero, sin que se
manipules cien las

Figura 1 Dimensiones metodoldgicas del estudio.

datos histdricos sin manipular las variables originales, y de
corte transversal, dado que se analizan los eventos y costos
ocurridos exclusivamente durante un periodo especifico: el afio
2023.

Ademds, se integra un enfoque longitudinal en el tratamiento
de los datos mensuales con el fin de captar variaciones tempo-
rales que permitan evaluar la estacionalidad de los siniestros.
Para lograr este andlisis, se retoma la base de datos elaborada
previamente por los autores, donde se registran servicios como
certificados médicos, consultas generales, urgencias médicas y
cirugfas.

Esta investigacion también contempla el uso de herramientas
actuariales avanzadas para modelar el comportamiento de
eventos de alto costo, como el uso de distribuciones de Pareto
generalizada y las recomendaciones de Biihlmann para obtener
una prima de tarifa. El objetivo es proporcionar un producto
viable y técnicamente sustentado para generar ingresos a la
Cruz Roja, asegurando al mismo tiempo la accesibilidad y
sostenibilidad del seguro propuesto.

Procedimiento

El desarrollo de esta investigacion se llevé a cabo a través
de un enfoque estructurado por etapas. En primer lugar, se
recopil informacién de fuentes secundarias, especificamente
el registro mensual de servicios médicos prestados por la Cruz
Roja Mexicana en Naucalpan durante el afio 2023.

Posteriormente, se clasificaron los servicios segin su tipo
y costo para identificar aquellos eventos considerados como
extremos, definidos como aquellos cuyo valor excede el percentil
95 de los costos observados. A partir de esta seleccidn, se
calcularon las métricas de frecuencia y severidad de los eventos
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extremos.

Una vez cuantificadas estas variables, se procedi6 al ajuste
de una DGP sobre los excesos, utilizando software estadistico
especializado. Con los parametros estimados, se calculd la
severidad esperada y, junto con la frecuencia, se estimé la prima
pura de riesgo.

Finalmente, se aplicaron ajustes adicionales para determi-
nar la prima de tarifa, incluyendo el margen de costos y el
célculo del capital requerido. Esta informacién permitié pro-
poner un producto de seguro financieramente viable, técnica y
socialmente fundamentado.

Anélisis de datos sobre costos El anilisis de datos es funda-
mental dentro de esta investigacion, ya que permite identificar
patrones, relaciones y caracteristicas clave en la informacién
histdrica de la Cruz Roja Mexicana en una entidad y afio especi-
ficos. Para este estudio, partimos del andlisis de la informacién
provista por la Cruz Roja en Naucalpan acerca de sus servicios
durante 2023. Esta base de datos result6 de gran utilidad para
estimar la frecuencia y severidad de los siniestros ocurridos.

= Fuente de datos: Reporte mensual de servicios 2023 en
Naucalpan.

= Concepto: Lista de 33 servicios ofrecidos por la institu-
cién, incluyendo certificados médicos, consultas, urgencias
y cirugias.

= Meses: Datos desglosados por los 12 meses del afio.

= Totales: Cada servicio incluye el nimero total de atencio-
nes mensuales.

La tabla 2 presenta los precios de los servicios. Este arreglo
incluye los costos mds representativos de los procedimientos y
consultas médicas. Estos valores fueron recopilados de diversas
fuentes disponibles, ajustados a valores actuales.

La tabla 3 presenta la distribucién mensual de atenciones
por tipo de servicio en 2023.

Se realiz6 un andlisis de reclamaciones agregadas al mul-
tiplicar el costo de cada servicio por su frecuencia mensual.
Esto permiti6 estimar el impacto econémico total anual de los
servicios brindados por la Cruz Roja en Naucalpan. El resultado
obtenido para 2023 fue de $23,023,880.00. Esta cifra refleja
los costos que implicaron dichos servicios para la institucién
durante ese afio.

Obtencién de la poblacion. Para estimar la poblacion ob-
jetivo del producto, se utilizé informacién de diversas fuentes
oficiales y bases de datos actualizadas. En primer lugar, se
recopild el dato de la poblacién total en el municipio de Nau-
calpan, la cual, segin el Gobierno de México (2020) asciende
a 834,434 habitantes. A partir de ello, se identificaron cinco
categorias sociales segin el grado de vulnerabilidad y nivel
socioecondémico. El resultado se muestra en la tabla 4.
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B Tabla 2 Costos representativos por servicio ofrecido.

Concepto Costo (MXN) Concepto Costo (MXN)
Certificado médico $120.00 | Cirugia menor $21,000.00
Consulta de medicina general $120.00 Partos $10,400.00
Urgencias médicas $200.00 Cesdreas $13,800.00
Urgencias quirtrgicas $1,000.00 Sala de labor $12,000.00
Sala de choque $300.00 | Hospitalizacion $1,000.00
Curaciones $300.00 Defunciones $1,000.00

Retiro de puntos $300.00 Traslados $3,450.00
Consulta oftalmoldgica $400.00 | Analisis clinicos $270.00
Consulta ginecoldgica $300.00 | Banco de sangre $490.00
Consulta ortopedia $200.00 Rayos X $200.00
Consulta pediatrica $350.00 Ultrasonidos $200.00
Consulta dental $60.00 Papanicolaou $220.00
Cirugia de ortopedia $35,000.00 | Toma de presion $40.00
Consulta cirugia general $120.00 Inyecciones $80.00
Cirugia ginecoldgica $25,000.00 Sueros $850.00
Cirugia mayor $35,000.00 Férulas $100.00
Suturas $150.00

De acuerdo con los objetivos del estudio, se consideré como
poblacién potencial a los habitantes desde pobreza extrema
hasta clase baja-alta, lo cual representa un total aproximado de
355,469 personas. Adicionalmente, se investigaron los rangos
de ingresos mensuales para cada grupo socioeconémico con
base en los datos del Consejo Nacional Evaluador (2020). Esta

informacién fue esencial para evaluar la viabilidad econémica
del producto, y se presenta en la tabla 5.

Calculo de la prima

Obtencion de supuestos de calculo. Al tratarse de un seguro
de gastos médicos que se enfoca en valores extremos, es decir,
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B Tabla 3 Frecuencia de siniestros de la Cruz Roja de Naucalpan de enero a junio de 2023.

Concepto Enero | Febrero | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre | Total
Certificado médico 1192 1139 591 363 395 483 833 6774 4442 977 633 317 | 18,139
Consulta de medicina general 1257 990 1139 | 1056 | 1317 1289 | 1352 1335 1180 1339 1088 1328 | 14,670
Urgencias médicas 443 398 493 509 452 434 413 443 456 407 355 464 | 5267
Urgencias quirtrgicas 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Sala de choque 8 1 7 4 7 5 7 10 9 14 7 7 86
Curaciones 205 192 228 221 225 218 280 236 232 262 226 235 | 2760
Retiro de puntos 179 148 161 159 177 163 177 201 180 196 169 171 2081
Consulta oftalmolégica 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Consulta ginecoldgica 6 4 5 1 1 1 0 1 2 0 2 1 24
Consulta ortopédica 212 119 188 134 378 235 197 144 301 164 143 432 | 2637
Consulta pedidtrica 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Consulta dental 41 35 38 32 30 56 62 34 32 36 40 32 468
Consulta cirugfa general 2 1 2 3 2 6 0 3 4 4 2 4 33
Cirugfa mayor 2 2 0 0 2 3 1 3 5 5 3 4 30
Cirugia menor 7 17 11 15 6 4 8 10 9 9 6 5 107
Partos 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

B Tabla 4 Distribucién de habitantes por clase social en Naucalpan. Fuentes: Martinez (2022); Consejo Nacional Evaluador
(2020); Tege (2023); Garcia Zaballos et al. (2025); Melgar Manzanilla y Garcia (2025).

Clase Social Porcentaje de la Poblacion | Habitantes Aproximados
Pobreza extrema 4.90 % 40,887
Pobreza moderada 22.70 % 189,417
Clase baja-alta 15.00 % 125,165
Clase media 52.40 % 437,243
Clase alta 5.00 % 41,722

B Tabla 5 Rangos de ingresos mensuales por clase social
en México.

Clase Social Minimo (MXN) | Maximo (MXN)
Pobreza extrema $0.00 $2.740.00
Pobreza moderada $2,740.01 $10,000.00
Clase baja-alta $10,000.01 $22,300.00
Clase media $22,300.01 $100,000.00
Clase alta $100,000.01 -
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los servicios que implican un costo significativamente mas
alto que otros, se obtuvo el percentil 95 y trabajar con los que
sean iguales o mayores a €l. Primeramente, se acomodaron los
costos de los servicios ofrecidos por la de menor a mayor. Lo
siguiente fue usar la férmula del percentil 95 que Gnicamente
es multiplicar el nimero de datos (33) por el percentil dividido
entre 100, obteniendo 31.35. Por consecuencia, los tnicos
siniestros que cubrird el seguro son los mayores a $21,000. Los
resultados aparecen en la tabla 6.

Calculo de probabilidad de frecuencia. Una vez identifica-
dos los eventos extremos de los datos, se cuantificé la frecuencia
de su ocurrencia. Para esto, se contaron 284 siniestros extremos
registrados en 2023. La poblacién expuesta se estimé en 355,469

qy Hx dy
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n | costos ($)
1 40.00
2 60.00
3 80.00
4 100.00
5 120.00
6 120.00
7 120.00
8 150.00
9 200.00
10 200.00
11 200.00
12 200.00
13 220.00
14 270.00
15 300.00
16 300.00
17 300.00
18 300.00
19 350.00
20 400.00
21 490.00
22 850.00
23 1,000.00
24 1,000.00
25 1,000.00
26 3,450.00
27 | 10,400.00
28 | 12,000.00
29 | 13,800.00
30 | 21,000.00
31 | 25,000.00
32 | 35,000.00
33 | 35,000.00

B Tabla 6 Costos asociados a cada evento identificado.
Elaboraci6n propia

personas. Con esta informacion, se calculé la probabilidad de
frecuencia utilizando la siguiente férmula:

No. de eventos extremos registrados

P (frecuencia = -
% ) Poblacion expuesta

Servicio

Cirugia de Ortopedia $35,000
Cirugia Mayor $35,000
Cirugia Ginecoldgica $25,000
Cirugia Menor $21,000

B Tabla 7 Servicios cubiertos por el seguro (arriba del
percentil 95). Elaboracién propia.

284

Este resultado refleja la probabilidad de que una persona que
pertenece a esa poblacidn se encuentre frente a un evento
extremo, lo que indica una baja frecuencia que es coherente
con la naturaleza de ese tipo de siniestros.

Calculo de severidad esperada. El resultado del célculo
de la severidad excedente esperada se obtuvo por medio del
ajuste de una distribucion Generalizada de Pareto. Se empled
el cédigo en R y las férmulas descritas en la seccién 2. Para
este andlisis, se consider6 un umbral de $21,000, modelando
unicamente los montos que superan esa cantidad. Por medio
del ajuste de la distribucién en R, se obtuvieron los siguientes
pardmetros:

= Pardametro de forma (¢): —1.676.

= Parametro de escala (o): 23,466.

= Pardmetro de ubicacién (p): O (fijado, ya que los datos ya
representan los excesos sobre el umbral).

Con base en esa informacién, se estimo la severidad excedente,
es decir, el valor promedio que se esperaria cubrir por parte de
la Cruz Roja ante un evento extremo. El resultado obtenido fue
de $8,768.69.

= Frecuencia: 0.0799 %.
= Severidad excedente esperada: $8,768.69.
» Prima pura de riesgo estimada: $7.01.

Este valor representa el monto que cada persona de la poblacién
expuesta deberfa pagar para cubrir el costo de los eventos
extremos identificados.

Prima de riesgo. La prima de riesgo es el valor esperado de los
siniestros que se espera cubrir durante un periodo determinado.
De acuerdo con el capitulo 17 en el libro de Promislow (2014),
representa la parte técnica y fundamental de la prima, calculada
exclusivamente en funcién de la probabilidad de ocurrencia de
los eventos asegurados y el costo promedio asociado a ellos.
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Mateméticamente, la prima se define como
E[S] = E[N] - E[X],

donde E[N] es la frecuencia esperada de los siniestros, E[ X ] es
la severidad esperada, es decir, el costo promedio por siniestro.

Prima de tarifa. Se trata del monto total que se cobra al
asegurado por el servicio de aseguramiento. Esta prima no
s6lo contempla el valor esperado de los siniestros, sino tam-
bién un margen adicional que permite cubrir otros costos
asociados a la operacioén del seguro, como los gastos admi-
nistrativos, provisiones para eventos extremos y un posible
margen de utilidad. La férmula utilizada para calcularla es
Prima de Tarifa = Prima de Riesgo - (1 + Margen de Costo),
donde el Margen de Costo es un porcentaje adicional aplicado
sobre la prima de riesgo, destinado a cubrir otros costos no
relacionados directamente con los siniestros. Este margen inclu-
ye gastos operativos, reservas, carga administrativa y posibles
ganancias.

Modelo de medicina prepagada

Segtin la Organizacion Panamericana de la Salud (2018),
la medicina prepagada es un esquema en el que los usuarios
pagan anticipadamente una cuota fija para acceder a ciertos
servicios médicos, funcionando de manera similar a un seguro
de salud, pero sin el concepto de riesgo compartido de la pdliza
tradicional. La cercania entre el ingreso esperado y el costo de
los siniestros extremos podria indicar que la prima de riesgo
obtenido tiene sentido y que refleja correctamente el riesgo. La
tabla 8 muestra las diferencias entre los modelos de medicina
prepagada y los seguros de gastos médicos.

Caracteristica | Seguro de Gastos Mé- | Medicina Prepagada
dicos

Riesgo Compartido entre ase- | El usuario paga por ac-
gurados y aseguradora | ceso, no por riesgo

Costo Variable, depende del | Fijo, basado en cuotas
siniestro

Uso Se paga cuando ocurre | Se puede usar de ma-
un siniestro nera frecuente

Regulacién Supervisado por la | No siempre estd regu-
CNSF lado como seguro

B Tabla 8 Diferencias clave con un seguro de salud.

Recomendacién de Biilhmann: Calculo de capital inicial
y Prima de tarifa

Con base en las férmulas que presentamos en la seccién 2,
se calcularon dos elementos esenciales en el marco del modelo

| Pérez y Oliver

de Biihlmann, los cuales son el capital inicial requerido y la
prima de tarifa ajustada por riesgo. El capital Inicial representa
la cantidad de fondos que debe tener el asegurador para cubrir
las reclamaciones con una alta probabilidad de solvencia. En
este caso, se utilizé una probabilidad de ruina (¢) del 1 %. Tras
aplicar los valores respectivos, se determiné que el capital
inicial requerido es

[1In(0.01)]

= 2.22-
u = 170,83 2(0.10)

= $339,890.27.
Por lo tanto, la prima de tarifa que debe cobrarse a cada
asegurado es de $246.36, garantizando la sostenibilidad técnica

y financiera del seguro ofrecido. Los resultados obtenidos
pueden verse en la tabla 9.

Concepto Valor ($)
E[X] 7.01
E[N] 284.00
Var[X] 17,666,163.24
Var[N] 283.77
Var[S] 5,017,204,287.95
u 339,890.27
’ PRIMA DE TARIFA 246.36

B Tabla 9 Resumen de variables y resultados actuariales.
Elaboracién propia

Interpretacién de resultados

Conforme a los resultados obtenidos, interpretamos que si
se llegara a alcanzar a toda la poblacién asegurada esperada, se
lograria recaudar un total aproximado de $87,574,898.00. Es
importante mencionar que la prima de tarifa es 35.17 veces mas
grande que la prima de riesgo, lo cual genera una mayor volati-
lidad esperada en la distribucion de los siniestros. Esto no sélo
justifica el resultado de una prima de tarifa significativamente
mayor a la pura, sino que también indica la necesidad de contar
con un capital inicial suficiente. Para comprobarlo, se realizé el
célculo del percentil en el que la prima de tarifa acumulada es
suficiente para cubrir las reclamaciones, ademds de considerar
la incertidumbre asociada. El resultado fue el percentil 83, lo
cual significa que en el 83 % de los escenarios posibles, tomar
unicamente la prima de tarifa es suficiente para cubrir incluso
los siniestros extremos.

4. CONCLUSIONES

Este trabajo logré desarrollar una metodologia basada en
fundamentos actuariales para la estimacién de primas cuando
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existe mucha incertidumbre. Por medio del andlisis detallado
de la siniestralidad y su volatilidad, se estableci6 un esquema
tarifario que permite enfrentar riesgos extremos sin afectar la
sostenibilidad financiera.

El modelo permitié no sélo establecer una prima técnicamen-
te sdlida, sino también calcular el capital de respaldo necesario
para cubrir posibles escenarios adversos. La implementacion de
un andlisis basado en percentiles aporté una perspectiva clara
sobre la suficiencia de la prima frente a eventos extremos, lo
cual es clave en la toma de decisiones en entornos donde los
riesgos no son totalmente comunes o previsibles. Ademas, al
contar con una prima estructurada sobre criterios actuariales y
no sélo histéricos o administrativos, se mejord la transparencia
y justificacién de los costos frente a donantes y asegurados. En
el contexto actual, en el que la Cruz Roja enfrenta desatios
econémicos importantes, contar con una herramienta como esta
permitiria evaluar mejor sus riesgos, proteger su sostenibilidad
financiera y continuar cumpliendo con su labor humanitaria sin
poner en riesgo su viabilidad operativa.

Como paso futuro, seria recomendable realizar un estudio
para evaluar el grado de aceptacion que tendria este producto
en la poblacién objetivo. Conocer la disposicion e interés de las
personas para adquirir este tipo de cobertura permitird estimar
con mayor precision su viabilidad comercial. Este andlisis no
s6lo ayudarfa a dimensionar el alcance real que podria tener
la propuesta, sino también a identificar ajustes necesarios para
asegurar su €xito en la practica.
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Analisis del Supuesto de Rotacion

Ana Ma. del Pilar Montes Sanchez*!, César Adrian Hernandez Viveros*?, Carmen Licona Barajas*>, José
Miguel Hernandez Martinez**, y Roberto Angel Rocha Lc’)pez*’4
*Grupo de trabajo de la Asociacién Mexicana de Actuarios Consultores

RESUMEN Las tasas de rotaciéon y jubilacién influyen considerablemente en los costos de los planes de
pensiones y médicos para jubilados. En México, hasta hace poco, no existia una tabla propia de rotacién laboral,
por lo que se adaptaban modelos extranjeros. Para subsanar esta carencia, la Asociacién Mexicana de Actuarios
Consultores cred el Grupo de Trabajo Tabla de Rotacién, encargado de recopilar y analizar datos recientes
sobre la rotacién (por despido o separacién voluntaria) y jubilacién de empleados en empresas mexicanas de
distintos tamafios, sectores y regiones, manteniendo la confidencialidad de la informacién. Entre los hallazgos
destacan: no hay diferencias claras entre la rotacién de hombres y mujeres; los despidos se mantienen estables
hasta los 57 afios, edad a partir de la cual aumentan, mientras que las separaciones voluntarias disminuyen
hasta esa edad y luego se incrementan a los 60 y 65 afios o méas. El sector primario presenta menor rotacién,
a diferencia de los sectores de transporte y construccién, donde es mas alta. Finalmente, no se observan

diferencias significativas en la rotacidén entre empresas con y sin plan de pensiones.

Palabras clave

Estructura de la base de datos, verificacion de
hipétesis, diseno de cédigo de entidades, andlisis
estadistico

Derechos reservados © 2025 por el Colegio Nacional de Actuarios
Ultima actualizacién del manuscrito: 28 de mayo de 2025

Articulo formateado por Oliver liiiguez Castilla, elaborado bajo la
asesoria de Carlos Fernando Lozano Nathal (QEPD) y Francisco
Fernando Morales Castro, y comunicado por Claudia Feria Cuevas.

Este articulo es publicado por el Colegio Nacional de Actuarios (CONAC)
y contiene informacién de una variedad de fuentes. Es un trabajo cuyo
fin es Unicamente informativo y no debe interpretarse como
asesoramiento profesional o financiero. La visién y comentarios
contenidos en este documento corresponden exclusivamente a su autor vy,
por tanto, son ajenos a cualquier entidad publica o privada, incluyendo
aquella para la que actualmente colabora. EI CONAC no recomienda ni
respalda el uso de la informacién proporcionada en este estudio. El
CONAC no ofrece ninguna garantia, expresa o implicita, ni
representacién de ningln tipo y no asume ninguna responsabilidad en
relacién con el uso o mal uso de este trabajo.
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1. INFORMACION SOLICITADA

Se solicité a los miembros de la Asociacién Mexicana de
Actuarios Consultores presentar informacién de empleados
activos referida a inicios de afio, de los tltimos siete afios,
identificando las causas de salida de los empleados que dejan
la empresa en cada afio. Con la finalidad de tener una muestra
diversa, se solicit6 a los miembros proporcionar informacién
de preferencia de empresas con diversas caracteristicas en
cuanto al nimero de colaboradores en cada una, su sector,
localizacion, si tenfan plan de pensiones o no. Con la finalidad
de guardar los requerimientos de seguridad y confidencialidad
de la informacién no se solicitaron: nombre de la compaiiia,
nombre de los empleados, fechas de nacimiento ni fechas de
ingreso.El requerimiento de informacién del personal activo al
cierre de cada aflo considerd los siguientes campos:

1. Afio de reporte de la informacion,

2. Identificador para la empresa,

3. Identificador del empleado,

4. Edad truncada,

5. Afios de servicio (antigiiedad truncada),

6. Sexo (Hombre, Mujer),

7. Tipo de empleado (sindicalizado, no sindicalizado),

8. Industria (Comercio, Construccién, Gobierno, Industrias
Manufactureras, Sector primario (agricultura, mineria y
energia), Servicios y Transporte),

9. Entidad Federativa,

10. Tipo de Plan de Pensiones (Beneficio Definido, Contribu-
cién Definida, Hibrido, No existencia de un plan),

11. Requisitos de Jubilacién (Combinacién de edad y antigiie-
dad, sé6lo condicién de edad, s6lo condicién de antigiiedad,
no aplica—no hay plan).

12. Edad anticipada
13. Antigiiedad anticipada

14. Edad normal

LCorreo electrénico: ana.montes@lockton.com
2Correo electrénico: cesar.hernandez@lockton.com
3Correo electrénico: carmen.licona@aon.com
4Correo electrénico: miguel hernandez@aon.com
5Correo electrénico: roberto.rocha@asarom.com

| Licona, Herndndez, Hernandez, Rocha y Montes

15. Antigiiedad normal

Adicionalmente para la informacién de bajas se requirieron los
siguientes campos:

1. Afo de reporte de la informacién
2. Identificador para la empresa

3. Identificador del empleado

4. Edad a la fecha de baja

5. Afios de servicio a la fecha de baja
6. Fecha de baja (dd/mm/aaaa)

7. Causa de baja (Fallecimiento, Invalidez, Despidos y/o
salidas negociadas, Separacion voluntaria, Jubilacién y
Otros, como reestructuras)

2. INTEGRACION DE LA BASE DE INFORMA-
CION

Entre Abril y Mayo de 2023 se recibié la informacién
por parte de 26 miembros de la AMAC correspondiente a
210 empresas. El primer andlisis de informacién se centrd
en validar que hubiera cierto nivel de consistencia entre el
identificador de la empresa y del empleado del reporte de
activos, de un afio a otro asi como con el reporte de bajas.
La base de datos se integré a partir de registros anuales. Es
decir, si el empleado de una empresa aparece reportado como
activo en cinco afios, de los siete afios observados, se tienen
cinco registros de ese empleado. Se identificaron los registros
donde el id del empleado y las caracteristicas demogréficas
relacionadas con ese id, tenfan congruencia de un afio a otro, en
la base de activos. A partir de esta identificacidn, se descartaron
67,077 registros que no guardaban consistencia de un afio a otro,
provenientes de 21 empresas. A partir de esta primera validacion,
se integré una base de 1,316,248 registros correspondiente a
439,010 empleados activos entre el periodo Diciembre 2016
a Diciembre 2022, provenientes de 189 empresas (las 210
originales menos las 21 descartadas por inconsistencias de un
afio a otro). Considerando la informacién proporcionada entre
los aflos 2016 y 2022 y que en lo general, la informacion era
consistente, las estadisticas globales de la informacién recibida
se presenta en las Tablas 1-5.
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Registros 1,316,248 Aguascalientes o)
Empleados 439,010 Baja California 3
Empresas 189 Baja California Sur 1
B Tabla 1 Base de empleados activos. Descripcion gene- Chiapas 1
ral. Chihuahua 15
Coahuila 3
Ciudad de México 78
Hombres 824,765 Guanajuato 3
Mujeres 473,846 Hidalgo 3
Sin clasificacién 17,637 .
Jalisco 3
B Tabla 2 Base de empleados activos. Clasificacién por Estado de México 27
Sex0. Michoacan 1
Morelos 1
Nayarit 1
Sindicalizad 507,786
tndicatizado Nuevo Leén 10
No Sindicalizado | 776,325 Puebla 4
Sin clasificacién 32,137 J
Querétaro 9
B Tabla 3 Base de empleados activos. Clasificacién por San Luis Potos{ 3
tipo de empleado. Tamaulipas 4
Tlaxcala 1
Veracruz 3
Comercio 27 "
Yucatin 1
Comercio y Servicios 1 . . .
Baja California y CDMX 2
Construccién 3 . . . .
Baja California y México 1
Construccidn y sector primario | 1 ,
CDMX y Nuevo Ledn 2
Gobierno 7 i
Estado de México y Nuevo Le6n 1
Ind Manufacturera 70 . .
Jalisco, México y Puebla 2
Sector primario 6 L.
Distribucién en més de 6 estados 1
Servicios 60 .
Distribucién en mas de 10 estados | 1
Transporte 14 . .
Sin reporte de entidad 2

B Tabla 4 Base de empleados activos. Clasificacién por
tipo de industria (vea Instituto Nacional de Estadistica, Geo-
grafia e Informadtica (2024).

B Tabla 5 Base de empleados activos. Clasificacién por
ubicacion del personal en cada Entidad Federativa.



Base de bajas

De la informacién de bajas se identificé que no todas las
causas de bajas fueron estandarizadas. Hubo bases de datos
que se recibieron con miiltiples causas de baja y fue necesario
que el GTR AMAC tuviera que clasificarlas de acuerdo con
el catdlogo reportado. Atendiendo a lo anterior, incluimos dos
nuevas categorias de causa de baja: transferencias y rotacién
(vea el Anexo A).

La clasificacién de rotacion se considerd para aquellas
causas de baja en las que no fue posible identificar si era
separacion voluntaria o despido y/o salida negociada. Nimero
de empleados identificados con una fecha o causa de baja:
194,000. La distribucién de las causas de bajas que si fueron
reportadas aparece en la Tabla 6.

Separacién voluntaria 132,934 | 68.50 %
Despidos y/o salidas negociadas | 43,825 | 22.60 %
Otros como reestructuras 9,092 4.70 %
Jubilacién 5,215 2.70 %
Fallecimiento 1,285 0.70 %
Invalidez 850 0.40 %

Rotacién 556 0.30 %
Transferencia 242 0.10 %

B Tabla 6 Distribucién de las causas de bajas.

De igual manera se analizé la fecha de baja en funcién
al mes para identificar si habia algin periodo donde se haya
presentado un mayor nimero de bajas. Se identificé que el 57 %
de las bajas se reportan en el primer semestre del aflo, siendo

enero el mes donde se reporta el mayor nimero de bajas (14 %).

Relacién de informacion de activos y bajas

Al revisar la informacién de las bajas con relacion a la base
de activos se encontraban mds de un reporte de baja por cada
empleado o habia fechas de baja que no coincidian con el afio en
que dejaba de ser reportado un empleado activo. Por tal motivo,
se decidié analizar la informacién de las bajas a partir del
reporte de empleados activos, es decir, la informacién reportada
de las bajas se supedit6 a que el id de la baja correspondiera
a un id de un empleado activo reportado en el periodo de Dic
2016 a Dic 2022. De igual manera, si se reportaba una fecha de
baja en un determinado afio pero al final del afio el colaborador
segufa siendo reportado como activo, se omiti6 la fecha de baja
de dicho afio.
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De los registros de empleados identificados como bajas,
1,952 presentaron mds de una fecha de baja. En estos casos se
considerd la regla:

1. Si cualquiera de las fechas de baja reportada era anterior
al 1° de julio de 2016, se omitié la fecha de baja

2. Si se tenfan dos fechas de baja posteriores al 1° de julio de
2016, se consideraba la primer fecha de baja y se omitia
la segunda.

Adicionalmente se consider6 que si la fecha de baja reportada
era mayor al 1° de noviembre del afio de registro y el empleado
fue reportado como activo en ese afio de registro, se considerd
que su fecha de baja seria el 1° de enero del afio siguiente. Este
criterio se consider6 tomando en consideracidon que cuando el
actuario recibe la base de informacién para generar la valuacién
actuarial, muchas veces se recibe la informacién hasta con tres
meses de anticipacidn, por lo que es posible que se considere
como activo al momento de elaborar el reporte y aparezca el
registro de su baja hasta el siguiente aflo.

En virtud de que en varios casos, la fecha de baja no coincidia
con el afio en que dejaba de ser reportado el empleado como
activo, se tomo la decisién de tomar como fecha de baja el afio
en que dejaba de ser reportado el colaborador como activo. Si
la diferencia entre el afio de desaparicion y la fecha de baja
era menor a un afio, se asociaba la fecha de baja reportada en
la informacién de bajas, en caso contrario, a dicha baja se le
asociaba la causa de rotacién (sin distinguir entre separacién
voluntaria o despido y/o salida negociada). Se defini6 lo anterior,
debido a que el 91 % de las causas de baja en la informacién
reportada corresponde a separacién voluntaria o despido y/o
salida negociada.

Se identificé un grupo de empleados provenientes de ocho
empresas que fueron reportados como activos en Diciembre
de 2020 y que pertenecian a empresas de las cuales ya no
se compartié informacién a partir de 2021. Estos empleados
fueron clasificados como bajas, con la causa de “Indefinida”.

3. REVISION DEL CONJUNTO DE INFORMA-
CION RECABADA

Antes de realizar el proceso de célculo de la rotacién fue
importante realizar una validacién a la informacién para revisar
la consistencia de la misma. Se revis6 la informacién referida
en la Tabla 7, identificando el nimero de empleados que tenfan
dicha condicién.
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Tipo de revision Niimero de | Porcentaje

empleados | del total de
empleados

Antigiiedades no reportadas o negativas 1,525 0.35 %

Cambio de edades de un afio a otro distintas a uno 44,463 10.13 %

Cambio de antigiiedades de un afio a otro distintas a uno | 43,251 9.85 %

Edad reportada menor a 15 afios de edad 230 0.05 %

Edad reportada mayor a 69 afios de edad 375 0.09 %

Antigiiedad mayor a 1 y que son nuevos ingresos 114,686 26.12 %

Edad de ingreso menor a 15 aflos de edad 1,487 0.34 %

Sexo no reportado 8,208 1.87 %

Bajas mayores a 60 con tipo de baja diferente de Jubila- | 4,095 0.93 %

cién

IDs con plan de pensiones 276,257 62.93 %

IDs con fecha de baja reportada distinta en mds de un | 5,548 1.26 %

afio con respecto al afio en que ya no fue reportado como

activo

IDs sin causa de baja 29,232 6.66 %

IDs con inconsistencia de sexo (ambos sexos reportados | 9,689 2.21%

para un mismo ID)

IDs cuya causa de baja fue renombrada conforme al | 11,287 2.57 %

catdlogo

Bl Tabla 7 Revisiones.

4. INTEGRACION DE LA MUESTRA DEFINI-
TIVA

Se tomoé la decisién en el grupo de eliminar del analisis
los registros de aquellos empleados que tuvieran las siguientes
caracteristicas, derivadas de la revision de la seccion 3.

1. Cambio de edades de un afio a otro distintas a uno,
2. Edad reportada menor a 15 afios de edad,
3. Edad reportada mayor a 69 afios de edad,

4. IDs con inconsistencia de sexo (ambos sexos reportados
para un mismo ID),

5. IDs con fecha de baja reportada distinta en mas de un
afio con respecto al aflo en que ya no fue reportado como
activo.

De los 1,316,248 registros originales se eliminaron 227,235 que
cumplen una o més de las cinco inconsistencias mencionadas
anteriormente, dando como resultado una muestra definitiva
con 1,089,013 registros, para procesar en R con los siguientes
campos:

= Llave_conteo (identificador empresa / identificador em-
pleado)

= Llave_activos (afio reporte / identificador empresa / iden-
tificador empleado)

= Afio reporte

» Identificador para la empresa

= [dentificador del empleado

» Edad inicio afio

= Afio servicio

= Sexo

= Tipo de empleado
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Industria

Entidad Federativa

Tipo de Plan de Pensiones
Requisitos de Jubilacién

Edad anticipada

Antigiiedad anticipada

= Edad normal

Antigiiedad normal

Afio baja final

Causa de baja del siguiente afio
= Causa de baja del afio siguiente
= FEstatus para el siguiente afio (P, R, RD, C)

Los valores de la variable estatus para el siguiente afio co-
rresponden a: P (empleado que permanece el siguiente afio),
R (empleado que es baja el siguiente afio por rotacién), DR
(empleado que es baja el siguiente afio por causa distinta de
rotacién), C (empleado reportado activo al 31 de Diciembre de
2022).

Empresas Consideradas

La Tabla 8 muestra la clasificacién del total de 175 empresas,
que resultan de eliminar de la muestra a los empleados que
tienen una o varias de las cinco inconsistencias mencionadas
anteriormente. La base se integra por 390,544 registros de
Mujeres (35.86 %) correspondiente a 135,213 empleadas y
682,018 registros de Hombre (62.63 %) correspondiente a
247,944 empleados. En la base de datos se tienen 16,451
registros sin informacién relativa al sexo del empleado (1.51 %).

5. MODELO DE SUPERVIVENCIA

Descripcion del modelo y las variables

El modelo elegido para determinar la funcién de supervi-
vencia empirica que modela la rotacién fue el estimador Kaplan
y Meier (1958), el cual en el contexto de la rotacién, se resume
como un estimador que mide las salidas por diferentes causas
(rotacién) entre el nimero de empleados expuestos durante un
determinado periodo. La eleccién de este estimador se debe
a su practicidad tanto en el cdlculo como en la informacién
necesaria para éste.

Las causas de baja consideradas son:

1. Distintas a rotacion
a) Fallecimiento
b) Invalidez
¢) Transferencias

d) Otros, como reestructuras
¢) Indefinida

| Licona, Herndndez, Hernandez, Rocha y Montes

2. Por rotacién

a) Separacién voluntaria
b) Despidos y/o salidas negociadas
¢) Rotacidn (engloba separaciones voluntarias y despi-

dos o salidas negociadas)

Dadas las diferencias observadas entre el ano de desaparicion
del listado de activos y la fecha de baja reportada asi como la
distribucion de las bajas a lo largo de los meses, se tom¢ el
criterio de suponer que las bajas en cada afio se daban al 30 de
junio, es decir, las bajas, por cualquier causa, aportarian medio
afio de vida, en el afio que hayan sido baja. Los empleados que
fueron reportados como activos a Diciembre de 2022, fueron
clasificados como datos censurados.

En esta primera etapa, se determiné una Tabla de rotacién por
edad. Para generar el estimador de Kaplan Meier se consideraron
los registros de cada afio con la siguiente informacion:

1. llave_conteo (id entidad+id empleado),
2. ano_reporte,
3. edad_inicio,

4. status_sig_ano.

La subseccidn siguiente describe el proceso para la determina-
cién de la Tabla de rotacién propuesta.

Conteo por estatus

Para cada edad z, se calculan los registros totales asociados
a un estatus para el afio siguiente.
Permanencias:

P, = Z estatus_sig_anof para 15 < z < 69.
Censurados:
Cyp = Z estatus_sig_ano;j para 15 <z < 69.
Bajas por Rotacién:
r = Z estatus_sig_anoi2 para 15 < z < 69.
Bajas Distinta a Rotacién:

DR, = Z estatus_sig_anofR parald <z < 69.
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Micro | Pequefia | Mediana | Grande | TOTAL

Comercio 0 0 6 22 28
Construccién 0 0 0 3 3
Gobierno 0 1 2 3 6
Ind. Manufacturera 1 1 23 36 61
Sector Primario 0 0 1 6 7
Servicios 2 1 26 28 57
Transporte 0 1 4 8 13
Comercio y Servicios 0 0 0 0 0
Construccién y Sector Primario | 0 0 0 0 0
TOTAL 3 4 62 106 175

B Tabla 8 Clasificacién de empresas por sector y tamafo. Se considera Micro una empresa hasta con diez empleados; Pequeria,
una empresa de entre 11 y 51 empleados para Industria y Servicios, y de 11 a 30 empleados para Comercio; Mediana es una
empresa hasta de entre 51 y 250 empleados para industria y Servicios, de 31 a 100 empleados para Comercio; asimismo, Grande
es una empresa hasta con mds de 250 empleados para Industria y Servicios, y més de 100 empleados para Comercio.

Tasas Centrales de Rotacion

Para cada edad, se calcularon las tasas centrales de rotacion.
Defina Tasa[0, ¢] como el nimero de veces que ocurre un evento
entre 0 y ¢ afios, entre los afios-persona vividos por la poblacién
entre 0 y ¢ afios. La tasa central de salida o tasa especifica de
salida representa la frecuencia con que ocurren salidas en una
determinada edad o grupo de edades con respecto al total de
la poblacién de esta edad o grupo. La tasa central de salida se
obtiene como:

nDx(t,t + k)

k-nNz(t,t+k)’ @)

nMy =
donde z es la edad, k es la unidad de tiempo, n Dz (t,t + k)
son las defunciones ocurridas entre t y ¢t 4+ k en el n-ésimo
periodo, y n Nz (¢, + k) es la poblacién a mitad del periodo
entre t y t + k en el n-ésimo periodo.
De esta manera se determind

Ry
Pr+ Y(Ry + DRy + C2)

tasar, =

para 15 < x < 69, donde £ es de un afio.

Calculo de las funciones de rotacién general

Considerando el método de Greville (1943) y Chiang (1968),
tenemos que la probabilidad de salida a edad z, en un plazo de
qx B ds

‘V\ A\

L iy P

n aflos, y su complemento a la unidad estdn dados, respectiva-
mente por:
nMx
14+ (1 —naz)nma ’
pz = 1-—gqu,

nqx

donde ,a; representa los afos-persona vividos por los que
salieron entre  y « + n y se aproxima como paz = n/2.
Asimismo, tenemos que las personas activas a edad z, {z =
ly_1-py—1 parax > 15,y £15 = 1. Combinando esto con
(1), tenemos los resultados de la Tabla 9.

Proporcién de separacion voluntaria y despido

Para la determinacion del porcentaje de separacion volun-
taria, se consideré que la rotacién se compone por las dos
causas de salida: separacién voluntaria y despido y/o salidas
negociadas. En la préctica actuarial, una vez que se determina la
probabilidad de rotacidn, se le suele aplicar a esta probabilidad
el porcentaje de despido para obtener la probabilidad de despido
y/o salidas negociadas y el porcentaje de separacion voluntaria,
para obtener la probabilidad de separacién voluntaria.

Para obtener la proporcién de separacién voluntaria y la
proporcion de despidos y/o salidas negociadas, se realizaron
los siguientes célculos:

= Total de salidas por separacién voluntaria a edad x de la
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edad mx qx px Ix
15 0.153846 0.142857 0.857143 1.000000
16 0.794457 0.568595 0.431405 0.857143
17 0.802593 0.572750 0.427250 0.369776
18 0.737297 0.538704 0.461296 0.157987
19 0.620255 0.473431 0.526569 0.07287%
20 0.532690 0.420652 0.579348 0.038376
21 0.470332 0.380785 0.619215 0.022233
22 0.428188 0.352681 0.647319 0.013767
23 0.393498 0.328806 0.671194 0.008912
24 0.352478 0.299666 0.700334 0.005981
25 0327995 0.281783 0.718217 0.00418%
26 0301741 0.262185 0.737815 0.003009
27 0.285937 0.250170 0.749830 0.002220
28 0.273901 0.240908 0.759092 0.001664
29 0.251915 0.223734 0.776266 0.001263
30 0.241975 0.215859 0.784141 0.000981
31 0.229248 0.205673 0.794327 0.000769
32 0.220545 0.198640 0.801360 0.000611
33 0.207390 0.187905 0.812095 0.000490
34 0.194327 0177118 0.822882 0.000398
35 0.191600 0.174850 0.825150 0.000327
36 0.186081 0.170242 0.829758 0.000270
37 0177160 0.162744 0.837256 0.000224
38 0.169184 0.155989 0.844011 0.000188
39 0.161080 0.149074 0.850926 0.000158
40 0.156368 0.145029 0.854971 0.000135
41 0.153454 0.142519 0.857481 0.000115
42 0139785 0.130654 0.869346 0.000099
43 0136898 0.128128 0.871872 0.000086
44 0133723 0.125342 0.874658 0.000075
45 0.127853 0.120171 0.879829 0.000065
46 0.126591 0.119056 0.880944 0.000058
47 0123316 0.116154 0.883846 0.000051
43 0.120657 0.113792 0.886208 0.000045
49 0112190 0.106231 0.893769 0.000040
50 0.105697 0.100391 0.899609 0.000036
51 0.098760 0.094113 0.905887 0.000032
52 0.094399 0.090144 0.909856 0.000029
53 0.091724 0.087702 0.912298 0.000026
54 0.088938 0.085151 0.914849 0.000024
55 0.090601 0.086675 0.913325 0.000022
56 0.082451 0.079186 0.920814 0.000020
57 0.0916119 0.0875993 0.9124007 1.849E-05
58 0.1226788 0.1155887 0.8844113 1.687E-05
59 0.2026871 0.1840362 0.8159638 1.492E-05
60 0.2738826 0.2408942 0.7591058 1.217E-05
61 0.2194635 0.1977627 0.8022373 S.24E-06
62 0.2169184 0.1956936 0.8043064 7.413E-06
63 0.2065533 0.187218 0.812782 5.962E-06
64 0.251315 0.2232606 0.7767394 4.846E-06
65 0.2664474 0.2351234 0.7648766 3.764E-06
66 0.3462017 0.2951168 0.7048832 2.879E-06
67 0.2739212 0.2409241 0.7590759 2.029E-06
68 0.3384615 0.2894737 0.7105263 1.54E-06
69 0.8644068 0.6035503 0.3964497 1.095E-06

B Tabla 9 Cilculo de tasa y funciones de rotacion general
para edades de 15 a 69 afios.
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muestra
TSV = Z causa bajafv para 15 < x < 69.

= Total de salidas por despido y/o salida negociada a edad x
de la muestra

TD; = anusa bajaf para 15 < x < 69.

= Porcentaje de salidas por separacion voluntaria a edad x

%SV = TSVi + TDy

para 15 < z < 69.

= Porcentaje de salidas por despido y/o salidas negociadas a
edad x

%Dy =1— %SVy.

Es importante mencionar que los registros con causa de baja
“Rotacién” no fueron contabilizados para este porcentaje en
virtud de que no se podia identificar si eran separacién voluntaria
o despido y/o salida negociada. Considerando los porcentajes
de Separacién Voluntaria y Despido y/o salidas negociadas,
se determinaron las correspondientes probabilidades (vea la
Figura 1):

SV
qg(g ) = Gz - %SV para 15 < x < 69,
d
¢ = gu- %Dy parals <z < 69,
1.00
0.90
0.80
0.70
£ 0.0
5 050
-
2 0.40
£
0.30
0.20
0.10
0.00
151719212325272931333537394143454749515355575961636567
Edad
— ) —\

Figura 1 Proporcién de salidas por separacién voluntaria y
Despido y/o salidas negociadas.

La gréfica de las probabilidades correspondientes puede
apreciarse en la Figura 2. Note que la tasa bruta de rotacién
es de 14.07 %, la tasa bruta de despido y/o salidas negociadas
es del 3.46 %, y la tasa bruta de separacion voluntaria es del
10.61 %.



0.500 edad_

inicion sV prop_SV  prop_D

0.500 16 4 151 155 0.97419  0.02581
17 102 an 574 0.82230 017770

o 0400 18 21 2242 2463 0.91027  0.08973
3 19 468 4131 4599 0.89824  0.10176
7 0300 20 601 5067 5668 0.89397  0.10603
H 21 700 5446 6146 0.88610  0.11390
0.200 2 866 5695 6561 0.86801 0.13199

23 1021 58% 6917 0.85239  0.14761
24 1134 5984 7118 0.8406% 0.15931
25 1320 5930 7250 0.81793  0.18207
26 1431 5824 7255 0.80276 0.19724
27 1595 5724 7319 0.78207 0.21793
28 1645 5350 6995 0.76483  0.23517
29 1593 5146 6739 0.76361  0.23639
30 1727 4753 6480 0.73349  0.26651
31 1595 4403 5998 0.73408 0.26592

H 14 L4 H H 32 1554 4051 5605 0.72275 027725
Flguraf 2 Probab.111dad de separacidn voluntaria y de despido T I e Rt R
y/o salidas negociadas. 39 1390 33 4719 070545  0.29455
35 1374 3045 4419 0.68907  0.31093
36 1344 2841 4185 0.67885 032115
37 1219 2531 3750 0.67493  0.32507
38 1180 229 3476 0.66053  0.33947

15171921232527293133353730414345474951535557596163656769
Edad

——aqx[desg] ——aqx(sepvol)

Como referencia adicional, se determiné la tasa bruta de

rOtaCién Ccomo: 39 1095 2089 3184 0.65609 0.34391
. . . a0 1007 1931 2938 065725 034275

TBR = nimero de salidas por rotacion a1 973 1785 2758 064721 035279

niimero de registros en la muestra 42| 826 15% 2 2404 0.65847 034158

43 797 1495 2292 0.65227 0.34773

44 740 1408 2148 0.65549% 0.34451

Bajo este mismo criterio se determinaron la tasa bruta de
L X X X as 695 1249 1944 0.64249 035751
separacion voluntaria y la tasa bruta de despido y/o salidas 46 686 1144 1830 0.62514 037486

. 47 639 1036 1675 0.61851  0.38149
negociada. La Tabla 10 muestra los resultados. s o ol el otsr | asars
49 501 834 1335 0.62472  0.37528

Suavizamiento de la probabilidad de rotacién 50 439 717 1156 0.62024 037976
i . 51 358 624 982 0.63544 0.36456

La Tabla de rotacién es el resultado de suavizar o graduar 52 342 554 896 061830 038170

. . PP 53 292 465 757 0.61427 038573

el estimador bruto obtenido en el andlisis. Dado que las pro- o6 am o8 0w | oz
babilidades de rotacién para las edades menores a 17 afos 55 257 385 642 059969 040031
mayores a 56 afios presentaban una tendencia distinta, se SHL 26 B S35 0aal6 OAvom
y mayores p u 1a distinta, 57 198 323 521 061996 038004
decidi6 suavizar la Tabla por secciones: 58 193 361 554 0.65162 034838
59 242 571 813 0.70234 029766

1. De la edad 15, a la edad 17, se tomé la decisién de 60 202 49 701 071184 028816

. . . 61 120 241 361 0.66759 033241
considerar la misma probabilidad que la reportada a edad 6 % 161 257 0.62686 037354

18, por ser pocos los casos que se tienen en estas edades. 63 5|  110) 165 066667 033333

64 56 99 155 0.63871 036129

~ 65 51 63 114 0.55263 0.44737

Entre los 18 y los 56 afios. 66 35 57 92 0.61957 0.38043

67 23 29 52 0.55768  0.44231

Entre los 57 y los 60 afios. &8 16 a 37| 0.56757 | 043243

69 10 23 33 0.69697 0.30303

B Tabla 10 Proporcién de Separacion Voluntaria y de

2.
3.
4. De 61 a 66 afios.
5. De 67 a 69 afios. Despido y/o salidas negociadas (16 a 69 afios de edad).

Se utilizé software Risk Simulator’ para determinar el andlisis

de tendencias y ajustes en cada intervalo. Los resultados fueron 2. El suavizamiento de g de 57 a 60 afios dio la funcién
los siguientes. polinémica de segundo grado
1. El suavizamiento de gz de 18 a 55 afios dio la funcién Y (x) = 0.0842 — 0.0169z + 0.0098z2
logaritimica

con R? = 0.9910.
Y (z) = 0.5534 — 0.13In(z)

con R? = 0.9978.
7 Es una herramienta de simulacién que se integra con Excel para realizar andlisis

do riesgo y toma do decisiones, Y (z) = 0.208 — 0.0111 + 0.0005z2 + 0.0006z>
qy By d

‘V‘ A\

L iy P

3. El suavizamiento de g; de 61 a 66 afios dio la funcién
polinémica de tercer grado




con R? = 0.9643.

4. Se llevé a cabo una interpolacién con trazadores cibicos

interpolantes (vea el capitulo 3.5 en el libro de Burden er al.

(2015)) en los nodos correspondientes a los 66, 69 y 70
afios. Se consider6 que a edad 70, la probabilidad unitaria
de rotacion. El modelo de interpolacién y extrapolacion
polinémica spline ctibica se utiliza para rellenar los huecos
de valores faltantes y para pronosticar datos de series de
tiempo.

La Figura 3 muestra las probabilidades de rotacién con y
sin ajuste.
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Figura 3 Probabilidades de rotacion gz cony sin ajuste.

La Tabla |1 refiere los resultados del ajuste para los grupos
de edades recién referidos.

La linea de tendencia del ajuste de ¢, en el grupo de 18 a
56 afios de edad aparece en la Figura 4.

Logarithmic (P-Value
A 0.0000)

Probabilidad
o
8
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Edad

—_—x Tendencia Logaritmica

Figura 4 Linea de tendencia para el grupo de 18 a 56 afios
de edad.
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edad

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
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44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

B Tabla 11 Resultados de la probabilidad rotacion sin

qx
0.14285714
0.56859504
0.57275021
0.53870429
0.47343078
0.42065184
0.38078473
0.35268094
0.32880571

0.2996656
0.28178292
0.26218487
0.25017038
0.24090849
0.22373408

0.2158588
0.20567279
0.19864018
0.18790515
0.17711783
0.17484968
0.17024182
0.16274396
0.15598867
0.14907366

0.1450292
0.14251874
0.13065367
0.12812813
0.12534248

0.1201709
0.11905552
0.11615417
0.11379201

0.1062312
0.10039134
0.09411296
0.09014427
0.08770153
0.08515118
0.08667488
0.07918609
0.08759929
0.11558868
0.18403619
0.24089425
0.19776268
0.19569365
0.18721805
0.22326064
0.23512337
0.29511677
0.24092409
0.28947368
0.6035503

qx ajustada
0.55342043
0.55342043
0.55342043
0.55342043
0.46331628
0.41060874
0.37321214
0.34420508
0.32050459
0.30046612
0.283108
0.26779705
0.25410094
0.2417113
0.23040045
0.21999547
0.21036197
0.2013934
0.19300385
0.18512309
0.17769291
0.17066456
0.1639968
0.15765443
0.15160716
0.14582875
0.14029631
0.13498974
0.12589133
0.12498536
0.12025783
0.11569621
0.11128925
0.10702681
0.10289971
0.09889961
0.095018%94
0.09125077
0.08758876
0.08402709
0.08056041
0.07718379

0.08966502

0.12183978
0.17363566
0.24505266
0.19803316
0.19281372
0.19603301
0.21139057
0.24258596
0.29511677
0.30004844
0.37838973
06035503

ajustar, y con ajuste, por edad del empleado.
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La linea de tendencia del ajuste de g, en el grupo de 57 a
60 afios de edad aparece en la Figura 5.

Polynominal (Order:2) (P-Value: 0.3826, 0.0586)
023 R-Squared 0.9910 [0.9815]

Probabilidad
°

57 58 59 60 61
Edad

— Tendencia Polinomial

Figura 5 Linea de tendencia para el grupo de 57 a 60 afios
de edad.

La linea de tendencia del ajuste de g, en el grupo de 61 a
66 afios de edad aparece en la Figura 6.

Polynominal (Order:2) (P-Value: 0.2826, 0.0586) /
R-Squared 0.5910 [0.9815]

025 /

0.15

Probabilidad
°

61 62 62 64 65 66
Edad

— Tendencia Polinomial

Figura 6 Linea de tendencia para el grupo de 61 a 66 afios
de edad.

La linea de tendencia del ajuste de g en el grupo de 67 a
70 afios de edad aparece en la Figura 7.

La probabilidad de rotacién con y sin ajuste de 67 a 70 afios
de edad puede verse en la Figura 8.
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Figura 7 Linea de tendencia para el grupo de 67 a 70 aflos
de edad.

Probabilidad

Edad

Figura 8 Probabilidad de rotacién de 67 a 69 afios de edad.

Suavizamiento de la proporcion de separacion voluntaria
y despido

Se decidid suavizar la proporcién de separacién voluntaria
por edad, por secciones:

1. De edad 15 a 17 se tomo la decisién de considerar la
misma probabilidad que la reportada a edad 18.

2. De 18 a 55 anos de edad.
3. De 56 a 60 anos de edad.
4. De 60 a 65 aiios de edad.

5. De 65 a 69 anos de edad.

La funcién polinominal de orden dos para suavizar la proporcién
de separacion voluntaria de 18 a 55 afios de edad fue

Y (z) =0.979 — 0.0175z — 0.00022>
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con R? = 0.9545.

La funcién logaritimica para suavizar la proporciéon de
separacion voluntaria de 55 a 60 afios de edad fue

Y (z) = 0.5285 4 0.1185 In(z)

con R? = 0.9869.

Dada la pronunciada caida de la proporcién de SV a edad 56,
se decidid tomar el promedio entre la proporcién de separacion
voluntaria ajustada de 55 a 57 afios de edad. Asimismo, se llevd
a cabo una interpolacién con splines cuibicos utilizando los
nodos de 61, 65 y 69 afios. Las proporciones de separaciones
voluntarias y despido suavizadas se muestran en la Figura 9.
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Figura 9 Proporcién de salidas por separacién voluntaria y
despido con y sin ajuste.

Los resultados del ajuste se aprecian en la Tabla 12.
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B Tabla 12 Proporciones suavizadas de separaciones

voluntarias y despido.
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100
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Figura 10 Linea de tendencia de las proporciones de separa-
cién voluntaria de 18 a 55 afios de edad.

Logarithmic (P-Value: 0.0006)
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Figura 11 Linea de tendencia de las proporciones de separa-
cién voluntaria de 56 a 60 afios de edad.

Desglose de probabilidad de rotacion por categorias

Para obtener las probabilidades de rotacién por sexo, indus-
tria, region y por existencia o no de un plan de pensiones por
jubilacion, se segmentd la poblacién conforme a la cualidad por
analizar y se desarrollaron los primeros cuatro pasos menciona-
dos con anterioridad. En el caso de la localidad, se agruparon
las entidades federativas de la siguiente forma:

= Noroeste - Baja California, Baja California Sur, Chihuahua,
Durango, Sinaloa y Sonora.

= Noreste - Coahuila, Nuevo Leén y Tamaulipas.

= Centro norte - Aguascalientes, Guanajuato, San Luis Po-
tosi, Zacatecas y Querétaro

= Centro sur - Morelos, Estado de México y Ciudad de Méx.

= Occidente - Nayarit, Jalisco, Colima y Michoacan de
Ocampo.

Proporcién Spline Forecast
0.00% -

p8.00 %
-
£6.00 %

B4.00 %

o —*— Known Va
a0 —— Fitied Values
0.00 %
8.00 %

b6.00 %
Edad

B4.00 % y T T T T
61 62 63 64 65 66 &7 68 69

Figura 12 Linea de tendencia de las proporciones de separa-
cion voluntaria de 61 a 69 afios de edad.
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Figura 13 Proporcién SV con y sin ajuste 61 a 69 afios de
edad.

= Suroeste - Guerrero, Oaxaca y Chiapas.
= Oriente - Puebla, Veracruz, Tlaxcala e Hidalgo.
= Sureste - Tabasco, Campeche, Quintana Roo y Yucatin

En el caso del tipo de plan de pensiones, se agruparon las
categorias de la siguiente forma:

= Con plan de pensiones: Beneficio Definido, Contribucién
Definida e Hibrido.

= Sin plan de pensiones: No existencia de un plan y dato en
blanco.

La probabilidad de rotacién por sexo puede verse en la
Figura 14 y en la Tabla 13.

La probabilidad de rotacion por sector puede verse en la
Figura 15y en la Tabla 14.

La probabilidad de rotacién por regién puede verse en la
Figura 16 y en la Tabla 15.
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B Tabla 13 Probabilidades de rotacién por sexo. . .
B Tabla 14 Probabilidades de rotacién por sector.
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Figura 15 Probabilidades de rotacién por sector.
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Figura 16 Probabilidad de rotacién por region.

La probabilidad de rotacién para la poblacién con y sin plan 6. RESULTADOS Y COMENTARIOS FINALES
de pensiones por jubilacién puede verse en la Figura 17 y en la
Tabla 16.

La Tabla de Rotacion AMAC 2023 resultante se muestra en
la Tabla 17. Asimismo, las probabilidades de rotacién gz con'y
sin ajuste pueden verse en la Figura 3. De hecho, en la Figura
3 puede apreciarse que la probabilidad de rotacién presenta
una tendencia decreciente hasta la edad de 56 afios. A partir de
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edad qxCentroNorte qxCentroSur gx Noroeste qxMNoreste qx Occidente qxOriente qxSureste qx Suroeste

15 - 0.14285714 - - - - - -

16 - 0.64444444 0.53588517 0.57142857 - - - -

17 - 0.62284820 0.52725471 0.37583893 0.64739834 0.66666667 - -

18 0.57142857 0.56223108 0.47812971 0.38489209 0.56436663 0.58267717 - 0.47619048
19 0.50190114 0.47277403  0.482200685 0.37894737 0.53567735 0.59310345 - 0.43564356
20 0.51268358 0.41324456 0.45040214 0.36982119 0.50774370 0.42748092 - 0.40223464
21 0.43873979 0.37568775 0.43258205 0.33965785 0.45838752 0.34336283 - 0.42533937
22 0.42258652 0.34910102 0.41135840 0.33635308 0.39925094 0.33062331 - 0.42384106
23 0.34756554 0.32691243  0.39424763 0.32445001 0.36182573 0.25431034 - 0.37073171
24 0.30752803 0.29692690 0.37667868 0.29761905 0.33993835 0.26385224 - 0.35159817
25 0.30125863 0.27774552  0.34146341 0.28227109 0.32919847 0.22434368 0.05555556 0.36395147
26 0.28571429 0.25784535 0.32809871 0.26671238 0.28262047 0.20358423 - 0.33333333
27 0.23968566 0.24433983 0.31021995 0.27473124 0.27139640 0.24088542 0.16666667 0.28797468
28 0.35348333 0.23073722 0.29133204 0.25377449 0.23748395 0.19925743 0.13043478 0.30924855
29 0.25786359 0.21703700 0.28106592 0.24087276 0.24281984 0.18858561 0.12500000 0.25993884
30 0.24764992 0.21004583 0.27562446 0.23626312 0.20767494 0.17369093 0.17391304 0.26502311
31 0.251709399 0.19694340 0.27085714 0.23083150 0.26368159 0.16894410 0.16326531 0.22258592
32 0.23716558 0.18977318 0.24811594 0.22863485 0.21149897 0.18773%946 0.13043478 0.27677100
33 0.23088456 0.17944413  0.24754193 0.20905476 0.20084567 0.17896175 0.13793103 0.18909091
34 0.21168169 0.17035327 ' 0.23411765  0.19953973 0.18859139 | 0.12795549 0.21621622 0.20446097
35 0.21350932 0.16634316 0.21915285 0.20551237 0.20722892 0.16890080 0.11494253 0.18146718
36 0.22538553 0.16152081 0.19213697 0.21259030 0.17938420 0.13715047 0.22857143 0.17357002
37 0.20740741 0.15554350  0.22376738 0.17678348 0.17567568 0.14075067 0.15873016 0.14545455
38 0.20833333 0.14773778 0.20763648 0.17418000 0.19921875 0.14470990 0.09411765 0.15291751
39 0.18575851 0.14427667 0.17001647 017046038 0.14049587 0.13424658 0.12000000 0.13646055
40 0.17181208 0.13931661 0.16522893 0.16565209 0.21052632 0.13107822 0.22429307 0.13513514
41 0.18887824 0.13580409 0.18603133 0.15430862 0.15075377 0.12580415 0.24074074 0.12060302
42 0.15146986 0.12478128 0.15524806 0.16264674 0.09975062 0.11312849 015267176 0.12359551
43 0.15907954 0.12331548 0.16088947 0.14994179 0.08737864 0.10422535 0.18181818 0.07508532
44 0.15516319 0.12108146 0.15679788 0.14324525 0.10786517 0.09305655 0.25563910 0.12186380
45 0.15139442 0.11483776 0.14794521 0.14412955 0.06103286 0.11596278 0.20437956 0.07438017
46 0.14277423 0.11744045 0.14164306 0.12096774 0.09478673 0.10906298 0.11842105 0.04651163
47 0.13511539 0.11541972 0.13010481 0.12335629 0.07246377 0.08261886 0.17808219 0.10762332
48 0.14007782 0.11396315 0.11480363 0.12907752 0.06075949 0.07588933 0.20000000 0.13197970
49 0.10998553 0.10573364 0.10848861 0.11323764 0.09693878 0.07875308 0.16666667 0.11976048
50 0.11415168 0.09927031 0.09668756 0.12284578 0.04736842 0.09727947 0.25165563 0.06711409
51 0.10871441 0.09331273 0.09582543 0.11071610 0.06878307 0.07651246 0.13138686 0.0BBEBEE9
52 0.10294118 0.08991748 0.09690310 0.09849363 0.06741573 0.06003752 0.14376033 0.03174603
53 0.07007007 0.08858238 0.10080183 0.10026738 0.03105590 0.05773196 0.13223140 0.06451613
54 0.07164179 0.08234711 0.10331633 0.10798479 0.06622517 0.09448815 0.14314815 0.03508772
55 0.09157128 0.08521892 0.08138655 0.11290323 0.05017921 0.07358739 0.22807018 0.03703704
56 0.07272727 0.07887795 0.08578638 0.08823529 0.05809129 0.06824926 0.15652174 0.04040404
57 0.08951708 0.08731222 0.10418605 0.09274673 0.00892857 0.08919383 0.17241379 0.02127660
58 0.17134831 0.10675469  0.10210877 0.14285714 0.17621145  0.22357724 0.18691589 0.11627907
59 0.29445507 0.17310037 0.13467045 0.24444444 0.25174825 0.26512968 0.37647059 0.03030303
60 0.34432234 0.24215247 0.20895522 0.23456790 0.11538462 0.21698113 034146341 0.08163265
61 0.27272727 0.19719695 0.15822785 0.18446602 0.27586207 0.25974026 0.22857143 0.17647059
62 0.19672131 0.19872867 0.13953488 0.17142857 0.11764706 0.30769231 0.08000000 0.16000000
63 0.09050909 0.18341825 0.18000000 0.17142857 0.50000000 0.30555556 0.58333333 0.09523810
64 0.22222323 0.23101067 0.10218978 0.27027027 0.66666667 0.25000000 011111111 0.15384615
65 0.26086957 0.23425022 0.16513761 0.22222222 1.00000000 0.3448275% 0.50000000 -

66 0.58823529 0.30012937 0.15584416 0.48000000 - 0.50000000  0.25000000 -

67 0.25000000 0.24340771 0.16000000 0.55555556 - 0.33333333  0.20000000 -

68 0.80000000 0.27129338 0.08333333 0.75000000 - 0.66666667 0.85714286 -

69 - 0.58741259  0.72727273 - - 0.50000000  1.00000000 -

B Tabla 15 Probabilidades de rotacién por region.

Licona, Hernandez, Hernandez, Rocha y Montes
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Poblacién con Poblacién sin

Plan de Plan de
Pensicnes Pensiones
edad gx con PP gx sin PP
15 0.14285714
16 0.70588235 0.45500998
17 0.61414141 0.49503546
18 0.54%65035 0.35708214
19 0.47145488 0.35532102
20 0.41017155 0.33576%47
21 0.371376595 0.30995162
22 0.34665553 0.29458786
23 0.31958371 0.27883651
24 028749511 0.26447074
25 0.26935586 0.24865380
26 0.24821819 0.23542979
27 0.23455826 0.23273690
28 0228599164 0.21779582
29 0.20965251 0.20495296
30 0.20096211 0.20469565
31 0.19215254 0.18825847
32 0.18133045 0.18525659
33 0.17132477 0.174%4536
34 0.16307340 0.15805029
35 0.15913828 0.15760843
36 0.15520038 0.15564745
37 0.14805575 0.14087654
38 0.14145312 0.13447494
39 0.13855354 0.12327236
40 0.13595468 0.11302059
41 0.13529567 0.10923494
42 0.12282928 0.10331%09
43 0.12195437 0.09878127
44 0.11835038 0.09275932
45 0.11372051 0.05087788
46 0.11141458 0.09211067
47 0.10891520 0.08654050
48 0.10678114 0.08740559
49 0.10119129 0.07973747
50 0.09358432 0.07671521
51 0.08655276 0.07202261
52 0.08525955 0.06610703
53 0.07874016 0.06717703
54 0.07838464 0.06539453
55 0.07720352 0.06625352
56 0.07198504 0.06053755
57 0.07765830 0.07040046
58 0.08500252 0.10052641
59 0.17445712 0.16524338
60 0.22222222 0.26376589
61 0.17836812 0.20158103
62 0.18274543 0.18232819
63 0.17746643 0.17550627
64 0.22485960 0.21862348
63 0.24330357 0.21643287
66 0.29625630 0.30030030
67 0.24802111 0.23469388
68 0.27586207 0.26229508
69 0.58252427 0.62962963

B Tabla 16 Probabilidades de rotacién para la poblacién
con y sin plan de pensiones por jubilacion.
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Figura 17 Probabilidad de rotacién para la poblacién con y
sin plan de pensiones por jubilacién.

edad 57 se aprecia una tendencia creciente hasta los 60 afios.
Es necesario recordar que estas bajas fueron clasificadas como
rotacién y no como jubilacién. Pudiera ser que la cercania a
la edad en la que podria una persona promedio obtener una
pensién por parte del Seguro Social sea lo que incentive a las
personas cercanas a los 60 aflos a separarse voluntariamente de
la empresa. Entre edades de 61 a 65 se aprecia una disminucién
de la probabilidad y vuelve a repuntar a edad 64 y 65. Esto
pudiera deberse a que las personas opten por separarse de la
empresa a edad 60 y jubilarse ante el Seguro Social o en caso
contrario esperarse hasta los 64 6 65 afios para hacerlo. Partiendo
de este comportamiento observado, valdria la pena replantear
y analizar los supuestos de rotacién que se consideran en las
valuaciones actuariales para validar si es necesario rectificar
una tendencia decreciente en la rotacién para edades superiores
a los 56 afios de edad.

La Figura 18 y la Tabla 18 muestran las probabilidades
ajustadas de despido y separacién voluntaria. Estas nos llevan a
reflexionar si al considerar un supuesto constante de proporcién
de separacion voluntaria y despido tiene algin fundamento
y cudl pudiera ser el impacto de modificarlo conforme a la
tendencia observada.
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edad qX Ajustada

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
6
62
63
64
65
66
67
68
69

ey

0.55342043
0.55342043
0.55342043
0.55342043
0.46331628
0.41060874
0.37321214
0.34420508
0.32050459
0.30046612
0.28310800
0.26779705
0.25410094
0.24171130
0.23040045
0.21999547
0.21036197
0.20139340
0.19300385
0.18512309
0.17769291
0.17066456
0.16399680
0.15765443
0.15160716
0.14582875
0.14029631
0.13498974
0.12989133
0.12498536
0.12025783
0.11569621
0.11128925
0.10702681
0.10289971
0.09889961
0.09501894
0.09125077
0.08758876
0.08402709
0.08056041
0.07718379
0.08966502
0.12183978
0.17363566
0.24505266
0.19803316
0.19281372
0.19603301
0.21139057
0.24258596
0.29511677
0.30004844
0.37838973
0.60355030

Bl Tabla 17 Tabla de rotacién.

Licona, Hernandez, Hernandez, Rocha y Montes

edad  %SV-suav g, "“ ajustada q, """ Ajustada

15 0.91236 0.04850346 0.504916%6
16 0.91236 0.04850346 0.504916%6
17 0.91236 0.04850346 0.50491656
18 0.91236 0.04850346 0.50491636
19 0.89671 0.04785783 0.41545845
20 0.88145 0.04867567 0.36193307
ral 0.86660 0.04378509 0.32342705
22 0.85215 0.05088981 0.29331527
23 0.83810 0.05188922 0.26861538
24 0.82445 0.05274674 0.24771937
25 0.81120 0.05345106 0.22965693
26 0.79835 0.05400188 0.21379517
27 0.78590 0.05440392 0.19969702
28 0.77385 0.05466421 0.18704710
29 0.76219 0.05479069 0.17560976
30 0.75094 0.05479159 0.16520389
31 0.74009 0.05467503 0.155686385
32 0.72964 0.05444388 0.14694452
33 0.71559 0.05412066 0.13888319
34 0.70594 0.05365753 0.13142556
35 0.70068 0.05318625 0.12450665
36 0.69183 0.05259323 0.11807133
37 0.68338 0.05152450 0.11207230
38 0.67533 0.05118578 0.10646865
39 0.66768 0.05038247 0.10122469
40 0.66043 0.04951970 0.09630905
41 0.65357 0.04860232 0.09169329
4z 0.64712 0.047634393 0.08735482
43 0.64107 0.04662130 0.08326943
44 0.63542 0.04556742 0.07941794
45 0.63017 0.04447544 0.07578239
46 0.62531 0.04334977 0.07234644
47 0.62086 0.04219401 0.06909524
43 0.61681 0.04101165 0.06601517
49 0.61316 0.03980559 0.06309372
50 0.605991 0.03858023 0.06031939
51 0.60705 0.03733741 0.05768153
52 0.60460 0.03608050 0.05517028
53 0.60255 0.03481230 0.05277646
54 0.60090 0.03353555 0.05049154
55 0.59964 0.03225288 0.04830753
56 0.60515 0.03047577 0.04670802
57 0.61066 0.03490991 0.05475511
58 0.65871 0.04158322 0.08025656
59 0.69279 0.05334216 0.12029350
60 0.71923 0.06880284 0.17624982
61 0.66759 0.06582820 0.13220496
62 0.62366 0.07256405 0.12024968
63 0.58580 0.08119653 0.11483648
64 0.56010 0.09299055 0.11840002
65 0.55263 0.10852530 0.13406066
66 0.56745 0.12765403 0.16745274
67 0.60049 0.11987188 0.18017656
68 0.64569 0.13406651 0.24432323
69 0.69697 0.18289403 0.42065627

B Tabla 18 Probabilidades ajustadas de despido y separa-
cién voluntaria.

En la Figura 19 no se observa una tendencia constante
a lo largo de las distintas edades. Mds bien se observa una
tendencia decreciente en la proporcién de salidas por separacion
voluntaria, con algunos cambios en la pendiente a partir de
edad 57.

En las Figuras 20 y 21 se destaca que no se observa una
constante a lo largo de las distintas edades.

Un comportamiento que se analizé de forma muy general
fue el comportamiento que tiene la rotacién en la poblacién
que cuenta con un plan de pensiones por jubilacién y una que
no. En la Tabla 16 la Figura 17 se muestra el comportamiento

9« I dy
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Figura 18 Probabilidades ajustadas de separacién voluntaria
y despido.
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Figura 19 Proporciones ajustadas de separacién voluntaria y
despido y/o salidas negociadas.

050

030

Probabilidad

020
010
15 17 19 21 23 25 27 28 31 33 35 37 30 41 43 45 47 49 51 53 55 57 50 61 63 65 67 69
Edad

—a— i (sepvol) ustads =B gk (sEpol)

Figura 20 Probabilidades de separacién voluntaria con y sin
ajuste.
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Figura 21 Probabilidades de despido con y sin ajuste.

de la rotacién comparada en estos dos grupos de poblaciones.
De hecho, se observa que para algunas edades, la probabilidad
de rotacion es mayor en el grupo de empleados con Plan de
Pensiones.

Dados los resultados observados en el presente documento,
no se puede concluir que la existencia de un plan de pensiones
por jubilacién contribuya a la disminucién de la rotacién.
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A. ESTANDARIZACION DE CAUSAS DE BAJA

Las causas de bajas que se identificaron y se tuvieron que
estandarizar fueron:

= Abandono (Separacién voluntaria) Abandono de Trabajo
(Separacién voluntaria)

= Abandono/Rescision (Separacion voluntaria)

= Accidente clave D (Invalidez)

= Actos inmorales (Despido y/o salida negociada)

= Aliento alcohélico (Despido y/o salida negociada)

= Ausencia de corrida (Separacion voluntaria)

= Asuentismo (Separacion voluntaria)

= Despido (Despidos y/o salidas negociadas)

= Renuncia voluntaria (Separacién voluntaria)

= Cambio a comarca (Transferencia)

= Cambio a lineas panamericanas (Transferencia)

= Cambio a personal administrativo (Transferencia)

= Cambio de empresa (Transferencia)

= Cambio de escuela a conductor (Transferencia)

= Cambio de puesto (Transferencia)

= Cambio de sucursal (Transferencia)
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» Cuidado de hijos (Separacion voluntaria)

= Defuncion (Fallecimiento)

= Defunsion (Fallecimiento)

= Dej6 de presentarse (Separacion voluntaria)

= Despido injustificado (Despidos y/o salidas negociadas)

= Despido justificado (Despidos y/o salidas negociadas)

= Dictamen de invalidez (Invalidez)

» Falta honradez (Despidos y/o salidas negociadas)

= Faltantes en corte (Despidos y/o salidas negociadas)

= Fin de contrato (Rotacion)

= Indisciplina (Despidos y/o salidas negociadas)

= Jubilacion (Jubilacién)

= Justificado Despido (Despidos y/o salidas negociadas)

= Muerte (Fallecimiento)

= Motivos personales (Separacion voluntaria)

= No honesto (Despidos y/o salidas negociadas)

= No renovacién de contrato (Rotacion)

= Otro empleo (Separacién voluntaria)

= QOtros (Otros, como reestructura)

= Pensién (Jubilacion)

= Pension médica (Invalidez)

= Positivo en antidoping (Despidos y/o salidas negociadas)

= Proyecto de reduccion de personal (Otros, como reestruc-
tura)

= Recision de contrato (Despidos y/o salidas negociadas)

= Reestructura (Otros, como reestructura)

= Reestructuracion (Otros, como reestructura)

= Remocién (Despidos y/o salidas negociadas)

= Renuncia (Separacién voluntaria)

= Renuncia voluntaria (Separacion voluntaria)

= Rescision de contrato (Despidos y/o salidas negociadas)

= Rescision de contrato, abuso de confianza (Despidos y/o
salidas negociadas)

= Rescision laboral (Despidos y/o salidas negociadas)

= Retiro (Jubilacién)

= Retiro voluntario (Separacién voluntaria)

= Separacion voluntaria (Separacioén voluntaria)

= Separacion voluntaria. (Separacion voluntaria)

= Separacion voluntario (Separacién voluntaria)

= Sin informacién (Rotacion)

= Terminacion de contrato (Rotacién)

= Terminacién de contrato (Rotacion)

= Término de contrato (Rotacién)

= Transferencia a otra empresa (Transferencia)

= Trasferencia (Transferencia)

B. RESGUARDO DE LA INFORMACION

La informacién utilizada para el andlisis se encuentra bajo
resguardo de la AMAC y estard disponible para todos los

| Licona, Herndndez, Hernandez, Rocha y Montes

miembros. La informacién se puede encontrar en esta ruta. En
la carpeta original de informacién se encuentra la informacién
tal cual se recibi6 de parte de cada uno de los equipos de los
miembros de la AMAC. La carpeta bases para programacién
contiene la informacién que se estandariz6 para compartir a
la programadora y se pudiera integrar una sola base de datos
para programar en R y proceder con su andlisis. La carpeta
programadora contiene la informacion que fue generando la
programadora que nos apoy6 en el proyecto. En esta carpeta se
encuentran algunas validaciones y Tablas. De igual manera se
tiene un folder en esta carpeta con las Tablas que se reprodujeron
al correr el c6digo en R. En la carpeta documentos finales se
encuentran:

= Las bases en R.

= Los resultados de la programacion generados con los
tltimos ajustes en la informacién procesada.

» El c6digo de las validaciones de la informacién y del
modelo para la Tabla de rotacién

= Los cuadros resumen con los resultados y los andlisis de
suavizamientos.
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RESUMEN La gestion de las reservas actuariales para seguros de dotacidén pura exige estrategias sélidas para
garantizar la estabilidad ante la volatilidad del mercado. Este estudio integra bonos cupdn cero y swaps de
tipos de interés como herramientas de cobertura. Los bonos cupén cero eliminan el riesgo de reinversion y los
swaps abordan los desajustes entre activos y pasivos, a la vez que mitigan los casos extremos de tipos de interés
altos y bajos. Un analisis comparativo contrasta el marco estocastico, basado en procesos gaussianos, con el
marco de incertidumbre, utilizando procesos canénicos de Liu para modelar. Mediante simulaciones numéricas,
se evalla el comportamiento de las cuentas con y sin swaps de tipos de interés en horizontes temporales de 5 y
15 anos, lo que dilucida el papel de los swaps en la reduccién de la dispersién y la mejora de la estabilidad de
los valores terminales de las reservas de mercado. Los hallazgos destacan la relevancia del seguro de dotacién
pura como anéalogo actuarial de los bonos cupén cero, ofreciendo una base para modelos mas complejos. Las
investigaciones futuras podrian explorar mejoras como la calibracién de modelos, la incorporacién de medidas

alternativas como medidas difusas o de posibilidad, y la integracién de principios de finanzas cuanticas.
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1. INTRODUCCION

Contexto y Motivacion

La gestion de reservas actuariales, especialmente en seguros
dotales puros, exige un enfoque matemadtico riguroso cuando se
incorporan tasas de interés aleatorias. Aunque estos productos
implican un dnico pago condicionado a la sobrevivencia, su
cobertura representa un reto técnico relevante.

Tradicionalmente, en la formacion actuarial se emplean
modelos con tasas deterministas, conforme a las bases ac-
tuariales de primer orden que garantizan el principio de
equivalencia, pero limitan la capacidad de reflejar dindmicas
reales del mercado. Al avanzar hacia bases de tercer orden, se
incorporan tasas aleatorias modeladas mediante procesos es-
tocasticos, como el de Vasicek, dentro del marco probabilistico
clésico.

Sin embargo, la teorfa de la probabilidad requiere condicio-
nes estructurales que resultan restrictivas cuando no se dispone
de muestras suficientemente grandes para estimar frecuencias
relativas estables, o cuando los fendmenos a modelar estdn
dominados por la ambigiiedad, la escasez de datos. En este
contexto, la Teoria Incierta de Liu ofrece una alternativa
no probabilistica para modelar fenémenos aleatorios, utilizan-
do medidas inciertas y procesos asociados que capturan la
aleatoriedad mediante grados de creencia.

Esta dualidad metodoldgica entre el enfoque estocastico y el
incierto motiva el presente trabajo, cuyo objetivo es comparar
ambos esquemas en la modelacion de la tasa de interés dentro
de un mismo contexto actuarial.

Revision del Problema

La literatura actuarial ha comenzado a incorporar modelos
mas complejos que permiten la evolucién estocéstica de la tasa
de interés. Un referente importante es el trabajo de Moller y
Steffensen (2007), donde se propone un modelo actuarial de
reservas que utiliza instrumentos derivados como bonos cupén
cero y swaps, en combinacién con procesos estocdsticos de tasas
de interés como el modelo de Vasicek. Este enfoque permite
reflejar de manera mds precisa las condiciones de mercado en
la estimacion de la reserva técnica.

Sin embargo, esta linea de investigacion se ha desarrollado
exclusivamente dentro del marco probabilistico cldsico. En la
préctica actuarial, existen situaciones donde la informacién
disponible no es suficiente para definir una probabilidad bien
fundamentada, o donde el tomador de decisiones enfrenta ambi-
giiedad y falta de precisién. Ante este tipo de situaciones, surge
la necesidad de considerar estructuras matemdticas alternativas
a la medida de probabilidad.

LCorreo electrénico: act.dave.saher@gmail.com
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Objetivo

El presente trabajo tiene como objetivo principal evaluar
estrategias de cobertura para la reserva de un seguro dotal
puro bajo dos enfoques distintos de modelizacion de la tasa
de interés:

= Un marco estocastico, basado en el modelo de Vasicek,
en el cual la evolucién de la tasa se modela mediante
una medida de probabilidad, la cual puede estimarse
empiricamente a partir de datos histéricos.

= Un mareco incierto, basado en el modelo de Chen y Gao,
construido sobre el proceso de Liu y la medida incierta,
que permite representar fenémenos aleatorios bajo grados
de creencias subjetivas coherentes con la 16gica humana.

Ambos marcos se implementan dentro de la estructura propuesta
por Mgller y Steffensen (2007), para hacer una comparacioén en
términos de comportamiento de la reserva ante la sensibilidad
de la tasa de interés.

Adicionalmente, se explora de manera preliminar el uso de
swaptions como instrumentos complementarios de cobertura
ante escenarios extremos, ampliando las posibilidades dentro
del espacio de derivados financieros aplicados a seguros de
vida.

Justificacion del Estudio

En la formacién actuarial, los modelos de seguros de vida
suelen construirse bajo supuestos simplificadores, como una
tasa de interés constante, que facilitan la ensefianza pero no
capturan la realidad del mercado financiero.

Este estudio surge de una inquietud académica: ;cémo
cambia el modelo de reservas si se sustituye la tasa constante
por una tasa aleatoria? Esta exploracién llevé a considerar bases
actuariales de tercer orden, més acordes con la dindmica del
mercado, desarrolladas en Mgller y Steffensen (2007).

Una segunda inquietud metodoldgica cuestion6 el uso exclu-
sivo de la medida de probabilidad para modelar la aleatoriedad.
La Teoria Incierta de Liu (2015) ofreci6 una alternativa viable
mediante la medida incierta, que permite representar aleatorie-
dad no probabilistica. El modelo propuesto por Chen y Gao
adapto esta perspectiva al caso de tasas inciertas.

Asi, el trabajo demuestra que es posible reformular el
modelo de reserva del seguro dotal puro bajo una medida
incierta, proponiendo un marco alternativo para modelar la
fuerza de interés cuando la probabilidad resulta insuficiente.

Contribuciones

Este estudio realiza tres contribuciones principales al cuerpo
tedrico y aplicado de las finanzas actuariales:
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1. Revision y andlisis del modelo cldsico de Mgller y Stef-
fensen (2007), destacando el papel de los bonos cupén
cero y los swaps de interés como mecanismos esenciales
en la gestion de reservas actuariales.

2. Extension del modelo de reserva de mercado de Mgller
y Steffensen (2007) al marco de la Teoria Incierta
desarrollado por Liu (2015), incorporando la medida
incierta y el proceso de Liu Canénico como herramientas
alternativas para modelar fenémenos aleatorios sin
necesidad de una estructura probabilistica clasica.

3. Introduccién de un andlisis sobre el posible uso de swap-
tions como mecanismos de cobertura, ampliando las alter-
nativas para mitigar riesgos asociados a tasas de interés.

Estas aportaciones refuerzan la relevancia del trabajo al situarse
en la interseccion entre las finanzas estocdsticas y las finanzas
inciertas, integrando ademds consideraciones actuariales en el
disefio de estrategias de cobertura ante la variabilidad de las
tasas de interés.

Estructura del Articulo

El documento se organiza en tres partes principales, cada
una de las cuales desarrolla progresivamente los elementos
tedricos, metodoldgicos y aplicados del trabajo:

1. Parte I: se presentan los modelos probabilisticos del bono cupén
cero y de la tasa de interés estocdstica.

= Se introducen los fundamentos deterministas del bono
cupdn cero como punto de partida conceptual.

= Posteriormente, se expone la teorfa estocdstica correspon-
diente, incluyendo la valoracién del bono bajo medida de
probabilidad y la modelacion de la tasa de interés mediante
el proceso de Vasicek.

2. Parte II: se desarrollan los modelos inciertos del bono cupén
cero y de la tasa de interés.

= Se introducen los conceptos esenciales de la Teorfa Incierta:
medida incierta, variable incierta, expectativa incierta y
procesos inciertos.

= Luego, se formulan los modelos financieros bajo este marco,
incluyendo el valor actual incierto del bono cupén cero y
la evolucién de la tasa mediante el proceso de Liu (modelo
de Chen y Gao).

3. Parte I11: se construyen los modelos actuariales y se implementan
numéricamente ambos enfoques.

= Se define el seguro dotal puro y se desarrollan las reservas
bajo distintos supuestos: la reserva cldsica de primer orden
y la reserva de mercado (de tercer orden).

= Se integra el modelo de tasas estocdsticas al cdlculo de la
reserva de mercado segin Mgller y Steffensen.

= Posteriormente, se adapta dicho modelo al marco incierto,
construyendo una version alternativa de la reserva bajo el
proceso de Liu.

= Finalmente, se realiza una implementacién numérica com-
parativa entre ambos enfoques (estocdstico e incierto),
analizando los resultados.

Parte I
Finanzas Estocasticas

2. BONO CUPON CERO

El objetivo de esta seccidn es presentar el tratamiento deter-
minista y estocdstico del bono cupdn cero.

Matematicas Deterministas

Estas definiciones son extraidas del material presentado en el
libro de Vaaler er al. (2019), que proporciona una introduccién
rigurosa a la teorfa del interés y sus aplicaciones financieras.

En Teoria del Interés, se estudia el concepto del valor
del dinero en el tiempo. El valor temporal del dinero es
un principio fundamental de las matemadticas financieras que
establece que una cantidad de dinero tiene diferente valor
dependiendo del momento en el que se disponga de ella, debido
afactores como la capacidad de generar intereses o rendimientos.
Mateméticamente, este principio se formaliza mediante el uso
de tasas de interés, que, dependiendo de su comportamiento,
permiten construir funciones de descuento, las cuales son
utilizadas para calcular el valor presente y el valor futuro de
un flujo de efectivo.

La funcién de descuento, denotada como o~ (), es una
herramienta fundamental en las matematicas financieras que
permite cuantificar el valor presente de una unidad monetaria
futura. Su propdsito es capturar la relacién intrinseca entre el
valor temporal del dinero y el efecto acumulativo de las tasas
de interés sobre el tiempo. En términos formales, representa el
factor multiplicativo que reduce el valor nominal futuro a su
equivalente presente. En un marco general, se define como el
reciproco de la funcién de acumulacion a(t), esto es

1
at)’

donde a(t), describe el crecimiento de 1 unidad monetaria
invertida en ¢t = 0 a lo largo de ¢ periodos de tiempo.

Cuando se desea incorporar una fuerza de interés variable,
i+ (nomenclatura actuarial), su dindmica determinista estd
dada por la siguiente sencilla ecuacion diferencial

a i) =

a'(t) =t - a(t), (1)
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la funcién de descuento se formaliza elegantemente como

L) = e Jo @

En el caso particular donde la fuerza de interés deja de ser
variable (es constante), i = 1, la funcién de descuento se
simplifica a

. oot -
ail(t) —e fo vds = 671f0 ds = eiZt (3)

I

en el contexto actuarial este caso particular es llamado factor
de descuento y se denota como sigue

a——— )

Gracias a la funcién de acumulacién que depende de una
fuerza de interés variable, es posible definir la funcién de monto
A(t), cuyo dominio es Z4, = {t : t € RT}. Esta funcién
representa el saldo de una inversién inicial A(0) en el tiempo ¢

At) = A(0) -edo )

en el contexto de ingenieria financiera, finanzas cuantitativas o

finanzas matematicas, esta funcion es llamada cuenta bancaria.

La cual se considera el activo “libre de riesgo” en un portafolio
de N activos riesgosos.

Un bono cupén cero (zero-coupon bond) es un instrumento
de deuda que se distingue por la ausencia de pagos periddicos
de interés (cupones), es decir, no realiza cupones durante su
vida util. Estos bonos se comercializan a un descuento respecto
a su valor nominal, de manera que el tnico flujo de efectivo
que el inversor recibe es el pago de dicho valor nominal al
vencimiento del bono.

El rendimiento del bono se genera a partir de la apreciacion
del precio de compra inicial hasta el valor de redencién al
vencimiento. Esta estructura lo convierte en un instrumento
financiero puro, donde la tinica consideracién es el tiempo y el
efecto de la capitalizacion compuesta de las tasas de interés.

Un bono descontado que comienza en el tiempo 0 y vence en
el tiempo 7" es un valor con la promesa, por parte del emisor del
bono, estableciendo que pague 1 unidad monetaria al tenedor
del bono cuando este vence. De esta manera su valor mdximo
alcanzado en 7" es 1 unidad monetaria. El flujo de caja de un
bono 7' que paga una unidad monetaria en el momento de

vencimiento 7" se puede visualizar en la figura a continuacién:

P(0,T) P(T,T) =1
| | I | . I I t

| Sanchez Herrera

tiempo (afios)

La relacién més esencial, pero profundamente fundamental,
para determinar el valor de un bono se expresa en la siguiente
definicién.

Definicion 2.1. Bono Cupdn Cero Continuo.
Sea P(T,T) el valor nominal a recibir en el tiempo T

(vencimiento del bono) e iy la fuerza de interés variable respecto

al tiempo. El valor presente en tiempo t = 0, P(0,T), de un

bono cupdn cero se define como sigue

1sds

PO,T) = P(T,T) - o ' ©)

La férmula resulta intuitiva: el valor del reclamo futuro
se reduce a su equivalente presente utilizando una funcién
de descuento apropiada, siendo aplicable a cualquier clase
de reclamo. Sin embargo, su derivacién no es inmediata ni
evidente.

Tasas Spot & Tasas Forward

Las siguientes definiciones estidn basadas en el material
presentado en el libro de Filipovic (2009), el cual ofrece una in-
troduccion rigurosa a los modelos matematicos de la estructura
temporal de tasas de interés en tiempo continuo, explorando
herramientas tedricas como modelos de tasas cortas, el marco
de Heath-Jarrow-Morton, y andlisis de procesos afines.

Considere un bono con precio a tiempo ¢ denotado por
P(t,t2), que vence en el tiempo to. Para entregar este bono
en un tiempo t1, t < t; < tg, con la condicién de no exis-
tencia de oportunidades de arbitraje. La tasa forward implicita
7t (t;t1,t) para el periodo [t1, t2], se define como:

P(tit2) — (ta—t1)# (t:t1,t2)
Plit) | "

resolviendo para la tasa forward se obtiene:

#F (tstuoty) _lnP(t,ti) —InP(tt)
Ut ®)
B (tQ — t)i[t,tg] - (tl - t)i[t,tl]

In{P(tt;)}
- tj —t .
Al tomar el limite t9 — t; — 0, obtenemos la tasa forward
instantdnea, que refleja la tasa de interés para un infinitesimal

periodo de tiempo en el futuro, y es denotada como f(¢,t2):

donde i ; 1 =

F(t,ta) = lim 7 (tt1,t0),
t1—to
= —ilnP(t ta) 9
= ot y12), ©)

79



Ahora es posible definir E[t)t]. Primero, observe que f(¢,t) =
z[t,t] = lim¢,—¢ f(¢,t2). Luego resulta

- _ln {P(t,tg)}

it = —
to—t t2 t (10)

, 0
= tlngt ~ o5 In{P(t,ta)}.

Ademas, es posible expresar el precio del bono en términos de
la tasa forward capitalizable continuamente

In{P(t,t2)} —In{P(t,t)} = / ’ %ds’

t

to
_ / F(t,5)ds,
t

P(t,t2) = efftz f(t,s)ds7 )

finalmente se obtiene:

adicionalmente, resulta la siguiente relacion entre la tasa forward
y el factor de descuento

)ds

W) = e i T (12)

Matematicas Estocasticas

Estas definiciones son obtenidas del material presentado
en el libro de Bjork (2020), el cual constituye una referencia
completa sobre la teorfa de arbitraje en tiempo continuo, abor-
dando tanto los fundamentos de los mercados financieros como
las aplicaciones avanzadas de los modelos estocdsticos y la
valoracion de derivados financieros.

Se considera un espacio de probabilidad filtrado
(Q, F,{Ft}+>0,P), donde Q) es el espacio muestral y F
es una o-dlgebra que representa el conjunto de eventos. La
familia {F3};>¢ es una filtracién, es decir, una coleccién cre-
ciente de o-dlgebras tal que Fs C F; para s < t. La medida
de probabilidad IP estd definida en F.

Una variable aleatoria es una funcién Y : () — IR que es
F-medible, lo cual significa que

Y 1 (A) e F paratodo A € B(R),

donde B(RR) representa la o-dlgebra de Borel en RR. Esta o-
dlgebra es la coleccién mds pequeiia de conjuntos que contiene
todos los intervalos abiertos de la forma (s,t), con s < ty
s,t € R.

De esta forma, la F-medibilidad de Y garantiza que se
pueda asignar una probabilidad a cualquier intervalo de valores
posibles de Y a través de la estructura de F en el espacio de
probabilidad (Q, F, P).

qyx I ds

‘V\ A\

L iy P

Un proceso estocastico es una coleccion de variables alea-
torias { Xt };c7 indexadas por el tiempo ¢ € [0, 0o0). Decimos
que el proceso es adaptado si X es F;-medible para todo
t > 0. Una trayectoria muestral de un proceso estocastico es
la trayectoria de X (-, w), manteniendo w fijo.

Consideramos un modelo de tiempo continuo con un hori-
zonte finito [0, T'], donde las transacciones ocurren en instantes
t € [0,T) y todos los resultados de estas transacciones se rea-
lizanent = T. Ent = T, no se efectian nuevas transacciones,
ya que todos los activos negociados se liquidan y distribuyen
en ese momento.

Un reclamo contingente es una obligacién de pago que
depende de la realizacién de ciertos eventos futuros o del com-
portamiento de un activo subyacente. El monto y el momento
del pago estdn condicionados a dichas contingencias. Por ejem-
plo: un seguro de vida, cuyo pago depende del fallecimiento
del asegurado. Y una opcidn financiera, cuyo valor depende del
precio del activo subyacente al vencimiento.

Definicion 2.2. Reclamo Contingente.

Un reclamo contingente con vencimiento en T es un flujo
de efectivo aleatorio representado con una variable aleatoria
X. Es el valor o el monto que serd entregado al titular en el
momento T, dependiendo de la informacion disponible en ese
momento.

Para valorar de manera coherente los reclamos contingentes
en un mercado sin arbitraje, se utiliza una medida de martin-
gala Q que permite construir un proceso de precios consistente
con los precios de los activos subyacentes. Bajo esta medida
Q, los precios descontados de los activos actdan como martin-
galas, lo que asegura que no existen oportunidades de obtener
ganancias sin riesgo mediante arbitraje.

La medida Q transforma la valoracién al permitir que
el valor presente esperado de los pagos futuros del reclamo
contingente bajo esta medida sea igual al precio de mercado.
Este ajuste asegura que la estructura de precios en el mercado
sea coherente y que los precios reflejen el riesgo inherente de
los flujos de efectivo futuros. De esta manera Q es la medida
de probabilidad usada para la valoracién de los bonos y los
derivados de la tasa de interés, por ello su nombre alternativo
es medida del mercado.

En este mercado se negocia una cuenta monetaria A(t)
y N activos riesgosos. Los mercados son sin fricciones y
competitivos, lo cual implica:

= Sin fricciones: no existen costos de transaccién, impues-
tos diferenciales ni limites en la cantidad negociada; los
activos son divisibles y no estdn sujetos a restricciones
como ventas en corto, limites de préstamo, o margenes.
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= Competitividad: los operadores actiian como tomadores
de precios, es decir, pueden negociar cualquier cantidad
deseada sin afectar el precio de mercado.

Consideremos un conjunto de N activos riesgosos, S; =
(S1t - - ,SNt)T > 0, el vector de precios de los N activos
riesgosos en el tiempo ¢. Note que se excluye el activo Sp¢, esto
se debe a que se define que So; representa un activo libre de
riesgo, en este marco en particular, es una cuenta monetaria
A(t). Especificamente Sg; juega un papel fundamental como
activo numéraire en el modelo.

En el contexto de valoracion de activos, todos los precios
se interpretan en términos de un numeéraire seleccionado a
priori, que sirve como unidad de referencia para expresar el
valor de otros activos. Este numéraire suele ser una moneda
local, como el peso mexicano (MX). No obstante, se podria
utilizar cualquier otro activo o indicador como base, siempre
que sea adecuado para el andlisis. Para simplificar, en este caso
elegimos el activo Sg; como numéraire. Se modela de acuerdo
con la siguiente dindmica:

dSor = Sz it dt, Sop =1, ]P(S()t > 0) =1 Vt>0,
donde

= ;es latasa libre de riesgo, un proceso estocdstico adaptado
a la filtracién F y que cumple la condicién de integrabi-

t
lidad / lis| ds < oo para todo t > 0, es decir, es un

procesooestoca’lstico adaptado.

= Es importante notar que A(¢) > 0 para todo ¢ > 0.

= La cuenta monetaria se inicia con una inversién de una
unidad monetaria, es decir, A(0) = 1.

Consideramos el mercado “primario” o “subyacente” de
activos S1¢, . . ., S ¢ como dado a priori y fijamos un reclamo
contingente X'. El objetivo es determinar un proceso de precios
“razonable” IT;[X] para X asumiendo que el mercado primario
estd libre de arbitraje.

El precio de un derivado debe ser consistente con los precios
de los activos subyacentes. Esto implica que el mercado exten-
dido TI[X],S1¢, . . ., Sv; debe estar libre de posibilidades de
arbitraje. Para lograrlo, debe existir una medida de martingala
Q para el mercado extendido.

Teorema 2.3. Formula General de Valoracion.
El proceso de precios libre de arbitraje para el reclamo X
de vencimiento I' estd dado por:

I1,[X] = S E? Hr[X] Fi| = SoE? * Fil|,
S Sor

or
(13)
donde Q es una medida de martingala (no necesariamente
tinica) para el mercado dado con Soy como numéraire.
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Lema 2.4. Valoracion Neutral al Riesgo.
Asumiendo la existencia de una fuerza de interés estocdstica
1t, la formula de valoracién toma la forma:

11, [x] = EQ {e_ft Esdsx‘}_t} ; (14)

donde Q es una medida de martingala con la cuenta monetaria
como numéraire.

El mercado de bonos se diferencia de otros mercados finan-
cieros en los siguientes aspectos:

= Contiene un nimero infinito de activos (un bono por cada
posible tiempo de vencimiento 7T").

= Cada bono tiene una trayectoria estocdstica especifica,
dependiendo de su vencimiento.

Bajo una medida martingala neutral al riesgo Q, el precio
actual de un reclamo contingente X pagadero en el tiempo
T se calcula mediante (14). Para un bono cupén cero con
vencimiento 7', el reclamo contingente X = 1, por lo tanto, se
obtiene la siguiente definicion.

Definicion 2.5. Precio Justo de un Bono Cupén Cero. Consi-
dere un reclamo contingente X = 1 con vencimiento T, por
definicion, es un bono cupon cero. Por lo tanto, bajo una medida
martingala neutral al riesgo Q, el precio de un bono cupdn
cero al instante t se calcula como

P(t,T) = EQ [e_ Jiieds | ft} . (15)

Aplicando Ité a P(¢,T) se obtiene su dindmica estocdstica

oP P . 10°P .

Asumiendo que la fuerza de interés sigue una ecuacién dife-
rencial estocdstica de la siguiente forma

diy = pedt + ordWy
sustituyendo en la dindmica de P se obtiene
dP(t,T) = P(t,T)msdt + P(t, T)vidWEF,  (16)
donde

1 [oP op | of 9P
" me=p [W*Mtﬁ+%ﬁ]
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Ahora es de interés cambiar la medida de IP a Q, una medida
equivalente, bajo la cual el precio de los bonos cumple con la
ausencia de arbitraje.

Para garantizar que las medidas IP y Q sean equivalentes,
se asume que ; satisface la condicién de Novikov. Se define
un nuevo movimiento Browniano W® bajo la medida Q como

t
we=wP +/ vsds,
0

ademas, la relacion entre ambas medidas es

T T
dQ 1 2
D exp { /0 YedWy 5 /0 Vi dt}

De esta forma el precio del bono P(¢,T') bajo Q es
dP(t,T) = P(t,T) [mtdt + vtdwﬂ ,
= P(t,T) {mtdt + v (dWQ — %dt)} ,
= P(t,T) [(mt — ypvg)dt + UtdWQ:| ,

recordando que para que sea una martingala bajo la medida de
riesgo neutral Q, la deriva debe ser igual a la fuerza de interés,
por lo tanto

dP(t,T) = P(t,T) {EtdtJrvtdWQ} . (17)

Manteniendo la asuncién que la fuerza de interés i; es
modelada mediante la siguiente ecuacién diferencial estocdstica
(en la Seccion 3 se definird de manera detallada)

diy = pedt + o1 dWy,
la dindmica estocdstica bajo Q es
diy = fedt + O'tthQ = (,ut — ’ytat)dt + crtthQ,

para simplificar el andlisis, asumimos que y; = 0, lo que
implica que IP es la medida martingala utilizada en el mercado,
lo que implica
fit = pit.
La propiedad de Markov establece que el futuro de 7; después
de un tiempo ¢ depende tinicamente del valor presente i y no
del historial completo

IE[f(thw"vth) | Ft] = ]E[f(Xt17~~~7th) ‘ Xt]7

para cualquier funcién integrable f.
Las soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas
como di; = pidt + o¢dBy tienen esta propiedad de manera
qy P d

‘V\ A\

L iy P

inherente. De esta manera, el precio de un bono cupén cero
P(t,T) satisface

T -
P(t,T) — ]EQ |:6_ft, isds | ]:t:| 7

- (18)
— ]EQ |:eft isds | %t] ,
es decir, depende dnicamente de 7;:
P(t,T) = F(t,it), (19)

donde F (¢, -) es una funcién de 7 que se determina resolviendo
una ecuacidn diferencial parcial asociada al modelo. Dicho esto,
es natural notar que la siguiente relacién surge

P(t,T) = F(t,i;) = E2 {e_ft “S} . Qo)

para formalizar y verificar este resultado, se hace uso de la
representacion de Feynman-Kac.

3. FUERZA DE INTERES ESTOCASTICA

Esta seccién estd basada en el material presentado en
M@lleryStef fensen (2007).

Un bono cupén cero es un contrato que tiene un precio
de mercado en el tiempo ¢, denotado como P(¢,T), y que
promete un pago de 1 unidad monetaria al vencimiento 7". La
determinacién del precio de este bono a partir de un proceso
subyacente de tasas de interés a corto plazo 7¢.

1. Tasa de interés constante y determinista (7):

= Si la fuerza de interés variable es una constante
determinista 7 > 0, el precio del bono cupé6n cero
debe satisfacer:

0<t<T.

2. Tasa de interés dependiente del tiempo y determinista

(ie):

= Cuando la fuerza interés varfa en funcién del tiempo,
pero sigue siendo determinista, se tiene que:

isds

T
P(t,T):1~e_ft T, 0<t<LT.
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3. Tasa de interés estocastica (;):

= Si la fuerza de interés se modela como un proceso
estocdstico, la féormula anterior ya no es aplicable
directamente. En este caso, el precio del bono en
el tiempo ¢ sélo puede depender de la informacién
disponible hasta ese instante, lo que significa que
P(t,T) se construye considerando la expectativa de
la evolucion futura de la tasa de interés, condicionada
a la informacién presente en el tiempo ¢. Su precio es
aquel que se obtiene mediante la valoracién neutral
al riesgo (2.5).

La modelizacién de tasas de interés a corto plazo es funda-
mental para la valoracién de instrumentos financieros derivados
y la gestion de carteras de renta fija. La tasa de interés instan-
tanea 7; (también conocida como fuerza de interés, tasa de
interés a corto plazo o fasa de interés spot) es la tasa aplicable
para operaciones de préstamo o inversion a un horizonte tempo-
ral infinitesimal alrededor de un instante ¢. Esta tasa describe
el costo del capital en el mercado libre de riesgo a lo largo de
intervalos infinitesimales [¢, ¢ + dt].

Un modelo de un factor se basa en la idea de que hay una
unica fuente de aleatoriedad que afecta a los precios de los
bonos. Esta fuente es generalmente un proceso de Browniano
unidimensional, By. Si la fuerza de interés 7; estd determinada
por un tnico factor, entonces conocer cémo cambia 7; permite
inferir los cambios en los precios de todos los bonos.

Un modelo multifactorial considera que hay mudltiples
fuentes de aleatoriedad que afectan a los precios de los bonos,
podrian incluir diferentes procesos estocdsticos.

Modelos de un Factor

Los modelos de un factor se utilizan para describir la estruc-
tura temporal de las tasas de interés. Estos modelos se basan
en un enfoque estocdstico para modelar la tasa libre de riesgo,
i; mediante una ecuacién diferencial estocdstica (EDE). En
general, se asume que i; sigue un proceso de Itd de la forma

diy = apdt + bedWry,

para simplificar el andlisis, se asume que a; y by dependen
tinicamente del valor actual de 7, es decir: ax = a(it) y
by = b(zt). Bajo esta suposicién, i; es un proceso de Markov
homogéneo en el tiempo.

Se considera un modelo de estructura temporal en el que
la tnica fuente de aleatoriedad es un movimiento browniano
unidimensional. Las tasas de interés libres de riesgo 7 y el
precio P(¢,7T) de un bono cupén cero que vence en T estdn
modelados mediante las siguientes ecuaciones diferenciales
estocdsticas:

| Sanchez Herrera

1. Para la tasa libre de riesgo 7¢:
diy = agdt + by dWre, 21

donde a; y b: son funciones que describen la deriva y la
volatilidad de i, respectivamente.

2. Para el precio del bono P(¢,T):
dP(t,T) = P(t,T)[m(t,T)dt + S(t,T)dW¢], (22)

donde m(t,T) es la tasa esperada de retorno del bono y
S(t, T representa la volatilidad del bono.

Se asocia a estos procesos una cuenta monetaria (el activo libre
de riesgo) A(t), cuya evolucién estd dada por

dA(t) = L A(t)dt, 23)

cuya solucién es

A(t) = A(0) exp (/0 5sds) , 24

lo anterior refleja cémo la fuerza de interés afecta la evolucién
del valor de una inversion libre de riesgo.

Modelo Vasicek

El modelo de Vasicek es un caso particular dentro de los
modelos de un factor para la estructura temporal de tasas de
interés. Fue introducido en 1977 y es ampliamente utilizado por
su simplicidad matemadtica y capacidad para capturar ciertos
comportamientos fundamentales de las tasas de interés. El
modelo describe la dindmica de la tasa libre de riesgo iy
mediante una ecuacion diferencial estocastica (EDE).

La ecuacion para i; estd dada por:

diy = (p — iy )dt + cdW 2, (25)
= Término de reversion a la media
(M — oﬁt)dt,

este término fuerza a i; a regresar hacia su media a largo
plazo u. Los elementos clave son:

e 1 representa la media a largo plazo de i; bajo la
medida Q. Se interpreta como la tasa libre de riesgo
esperada a largo plazo.

* «: es la velocidad de reversion. Un valor alto de «
implica que 7; regresa rapidamente a y, mientras
que un valor bajo implica una reversién mas lenta.

@ K d
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= Término de volatilidad
cdWg,
este término introduce aleatoriedad en el modelo. Aqui:
* o:representa la magnitud de la volatilidad local de
i, es decir, cudn sensibles son las tasas de interés a
corto plazo a las fluctuaciones aleatorias.
. thQ: es el incremento infinitesimal del movimiento

browniano estdndar bajo Q, que introduce la compo-
nente estocastica en la evolucion de 7¢.

Ahora que ya se tiene la ecuacién diferencial estocdstica que
modela la dindmica de la fuerza de interés, se puede construir
la valoracién de un bono cupén cero que depende de dicha
dindmica.
Definicion 3.1. Bono Cupdn Cero de Vasicek

Si la fuerza de interés estocdstica se rige bajo el modelo de
Vasicek

diy = (p— aiy)dt + cdW2, (26)

el precio del bono cupon cero es

P.7) - B [e_ [ s ]_.t} _ AT -BT)T:
27
1. Lafuncién B(t,T) se define como sigue
1 e—a(T—t)

B(t.T) = ————. (28)

2. Para A(t,T) se obtiene

[B(t,T) — (T —t)] (au - %2) o2 [B(t, T))

A®T) = a? - 4o
(29

Parte I1
Finanzas Inciertas

4. TEORIA INCIERTA

El propésito de esta seccion es exhibir conceptos basicos de
la Teorfa Incierta, sin profundizar por fines de no hacer extenso
el documento. Se presentan aquellos conceptos necesarios para
entender la diferencia entre una medida de probabilidad y una
medida incierta.

Estas definiciones son extraidas del material presentado en
el libro Liu (2015), el cual ofrece una visioén exhaustiva de la
Teoria de la Incertidumbre, explorando sus fundamentos axio-
matizados, aplicaciones en programacion incierta y modelos
de ecuaciones diferenciales inciertas.

qyx I ds
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Medida Incierta

La Medida Incierta es un concepto en la teorfa matema-
tica de la incertidumbre, que define una medida basada en el
grado de creencia de la ocurrencia de un evento, en lugar
de su frecuencia. Este marco es particularmente Util en situa-
ciones donde el modelo probabilistico tradicional no describe
adecuadamente las incertidumbres subyacentes.

Una medida incierta M es una herramienta matematica
utilizada para cuantificar el grado de creencia en la ocurrencia de
eventos, basada en una o-dlgebra £ sobre un conjunto universal
T.

Una funcién de conjunto M se denomina medida incierta si
satisface los axiomas de normalidad, dualidad y subaditividad.

= Axioma de Normalidad: la medida de todo el espacio es
uno, es decir

M(T) =1,

esto asegura que la creencia completa no puede superar
uno, ya que I" es completamente creible.

= Axioma de Dualidad: la suma de las medidas de un
evento y su complemento es siempre uno

M(A) + M(A°) =1,

para cualquier evento A. Indica que la suma de la creencia
en un evento y su complemento siempre es uno. .

= Axioma de Subaditividad: para cualquier secuencia con-
table de eventos Aj, Ao, ..., la medida de la unién es
menor o igual que la suma de las medidas individuales

M GAi SiM{Ai}7
i=1

=1

la creencia combinada de eventos no debe exceder la suma
de las creencias individuales, lo que se demuestra con un
argumento de comisiones negativas.

Observaciones:

= La medida incierta no es una frecuencia, sino una repre-
sentacion del grado de creencia, que puede cambiar con
nueva informacion.

= Fl axioma de dualidad es una manifestacion del principio
de no contradiccién y el tercero excluido en ldgica cldsica,
asegurando que la suma de la creencia y la duda sobre un
evento siempre suma uno.

= No existe una regla general para determinar la creencia
sobre la unién de eventos a partir de sus creencias in-
dividuales, destacando la flexibilidad y la complejidad
de la teorfa de la medida incierta en contraste con la
probabilidad clasica.
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= La violacién del axioma de subaditividad puede llevar a
resultados paraddjicos o contradictorios, evidenciando su
importancia para la coherencia del sistema de medidas.

= Aunque las medidas de probabilidad cumplen con los
axiomas bdsicos, no son casos especiales de medidas
inciertas debido a diferencias en axiomas adicionales
como el axioma de producto.

Definicion 4.1. Espacio de Incertidumbre.

Un espacio de incertidumbre (T'; L, M) es un conjunto no
vacio T, una o-dlgebra L sobre T, y una medida incierta M.
Este trio define completamente un espacio de incertidumbre.

Para propdsitos précticos, el estudio de espacios de incertidum-
bre a veces se limita a espacios de incertidumbre completos.

Definicion 4.2. Espacio de Incertidumbre Completo.

Un espacio de incertidumbre (T', L, M) ) se considera com-
pleto si para cualquier Ay, As € L con M(A1) = M(A2)y
cualquier subconjunto A con A1 C A C Ag, setiene A€ Ly

M{A} = M{A1} = M{Az}.

Sea (T, Ly, M) espacios de incertidumbre para k =
1,2,.... Se define

F:F1><F2><... s

que es el conjunto de todas las tuplas ordenadas de la forma
(71,72, -..),donde v, € Ty parak = 1,2, ... Un rectdngulo
medible en I es un conjunto

A:A1><A2><... s

donde Ay € Ly, para k = 1,2,... La menor o-dlgebra que
contiene todos los rectangulos medibles de I se llama la o-
algebra producto, denotada por

£:L1X£2><... s

entonces, la medida incierta de producto M sobre la o-dlgebra
producto L se define por el siguiente axioma de producto.

Teorema 4.3. Axioma de Producto

Sea (Ty, Ly, My,) espacios de incertidumbre para k =
1,2, ... La medida incierta de producto M es una medida
incierta que satisface

M {HAk} = /\ M {AL},
k=1 k=1

donde Ay son eventos arbitrariamente elegidos de Ly, para
k=1,2,..., respectivamente. N\ representa el minimo de las
medidas individuales.

| Sénchez Herrera

Se asume que (T', £, M}, ) son espacios de incertidumbre
parak = 1,2,.... Se define

=T xTaox..., L=LiXLaX..., M=M{AMaoA...

Entonces, la tripleta (I', £, M) se denomina espacio de incer-
tidumbre de producto.

Ahora, ya conocida la media incierta, se puede comparar
con la medida de probabilidad.

Probabilidad vs Incertidumbre
Medida del producto de eventos.

» Teorfa de probabilidad (Kolmogorov): La probabilidad de
un producto de eventos es el producto de las probabilidades
individuales

P{A x B} = P{A} x P{B}.

» Teoria de incertidumbre (Liu): la medida de incertidumbre
de un producto de eventos es el minimo de las medidas de
incertidumbre individuales

M{A x B} = M{A} A M{B}.
Teorema del Producto.

= Producto de Probabilidad: en un espacio de probabilidad
(Qp, Ag,P) parak = 1,2,. .., la medida de probabili-
dad producto se define como una medida que satisface la
siguiente propiedad:

P (H Ak) = [ Pr4p),
k=1 k=1

donde Aj, son eventos arbitrarios seleccionados de Ay, ,
el sigma-algebra asociado al espacio ().

= Producto de Medidas Inciertas: en un espacio incierto
(Tg, L, My) para k = 1,2,..., la medida incierta
producto sigue un principio andlogo pero definido bajo el
marco de la teorfa de incertidumbre. Esta medida satisface
la relacién

M (H Ak> = A\ Mi(Ag),
k=1

k=1

donde Ay son eventos arbitrarios pertenecientes a Ly,
la coleccidén de conjuntos medibles asociados al espacio
incierto I'.
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En lugar de usar productos (como en probabilidad), la teorfa de
incertidumbre emplea el operador minimo A, consistente con
su definicién de medida incierta.

La teoria de probabilidad se interpreta en términos de
frecuencia (relacionada con eventos repetibles).

La teoria de incertidumbre se interpreta como el grado
de creencia (subjetiva).

Independencia
Al igual que en la Teoria de Probabilidad, se define el
concepto de independecia.

Definicion 4.4. Independencia.
Los eventos A1, Aa, ..., An se consideran independientes
si

n n
M)A =\ M,
=1 1=1
donde A} son elegidos arbitrariamente de {A;, A;,T'} para

1 =1,2,...,n,yl esel evento seguro. \V representa el maximo
de las medidas individuales.

Especialmente, dos eventos A; y A2 son independientes si
y solo si

{AT N A3} = M{AT} A M{A3},
donde A} son elegidos arbitrariamente de {A;, A} para ¢ =
1,2, y se cumplen las siguientes cuatro ecuaciones:
M{A1 N A} = M{A1} N M{A3},
M{A1 N A} = M{A;} A M{ A3},
M{Ai NAs} = M{A(f} AN M{As},
M{ATN A5} = M{AT} A M{AS}.

Teorema 4.5. Los eventos A1, Aa, ..., An son independientes
si y solo si

s a b= mgan,
i=1

i=1

donde A} son elegidos arbitrariamente de {A;, AS, 0} para
i=1,2,...,n,y0 es el evento imposible.

Teorema 4.6. Sea (I'y,, L;, My,) espacios de incertidumbre
para k = 1,2, ..., n. Entonces los eventos

Ti X o XTpog XA XTIy X--xTn

son siempre independientes en el espacio de incertidumbre
de producto. Es decir, los eventos Ay, A, . .., Ay son siem-
pre independientes si provienen de espacios de incertidumbre
diferentes.

qyx I ds

Variables Inciertas

En probabilidad existen variables aleatorias, en este marco,
se definen las variables inceirtas.

Definicion 4.7. Variable Incierta

Una variable incierta & es una funcion del espacio de
incertidumbre (T, L, M) a los niimeros reales tal que para
cualquier conjunto de Borel B, el conjunto {§ € B} es un
evento, es decir, {y € T : £(vy) € B} € L.

Una variable incierta £ es:

» No negativa si M{& < 0} = 0. Es decir, no existe
creencia alguna (o esta es nula) de que ¢ pueda adoptar
valores estrictamente negativos.

» Positiva si M{€ < 0} = 0. Restringiendo atin mds la
medida incierta de una variable, el evento en que la va-
riable incierta £ toma un valor menor o igual a cero es
considerado “imposible” o, mds precisamente, tiene un
grado de creencia nulo. Se estd imponiendo que ni siquiera
el caso extremo & = 0 es creible; es decir, la totalidad de
la “masa” de creencia se concentra en los valores estricta-
mente positivos, { > 0}. La consecuencia inmediata es
que la totalidad del grado de creencia se concentra en el
intervalo (0, +00), la variable £ es estrictamente positiva.
Ya que ni la posibilidad de ser negativa ni la posibilidad
de ser cero son admitidas.

= Decimos que dos variables inciertas £ y 1 son iguales si
&(y) = n(~) para casi todos v € T respecto a M.

» Si&1,&9,...,&, son variables inciertas y f : R™ — R
es una funcién medible, entonces la variable incierta &
definida por () = f(§1(7).&2(7), .-, &n(v)) para
todo v € T" es también una variable incierta.

Definicion 4.8. Las variables inciertas £1,&2, . .. ,&n se con-
sideran independientes si, para cualquier conjunto de Borel
Bi1,Ba,...,Bp, se cumple

n n
M&eBi)p = \ Mg € B},
i=1 i=1
esto indica que la medida incierta conjunta es el minimo de las
medidas inciertas individuales.

Definicion 4.9. Las variables inciertas £1,€2,...,&n son
independientes si y solo si para cualquier conjunto de Borel
B1, Ba, ..., Bn, se cumple

M U(ﬁi €B;) = \/M{& € B;}.
i=1

i=1
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Distribuciones Inciertas

Una vez ya conocida la variable incierta, se puede construir
una distribucién incierta.

Definicion 4.10. Distribucion incierta.
La distribucion incierta ® de una variable incierta £ se
define por
P(z) = M{E <z},

para cualquier niimero real x.

Dos variables inciertas £ y n se dicen distribuidas idéntica-
mente si tienen la misma distribucién incierta, aunque esto no
implica que £ = n. Por ejemplo, si £ y n pueden tomar valores
con los mismos grados de creencia pero en diferentes contex-
tos o configuraciones, aun asf tendrdn la misma distribucién
incierta.

Teorema 4.11. Teorema Peng-Iwamura.

Una funcién ® : R — [0, 1] es una distribucién incierta si
y solo si es una funcién mondtona creciente tal que ®(z) = 0
para x suficientemente pequeiio y ®(x) = 1 para x suficiente-
mente grande.

Definicion 4.12. Variable Incierta Normal.
Una variable incierta £ se dice normal si posee una distri-
bucion incierta normal, dada por la funcion:

-1
P(z) = (1+exp <7r(\e/7;0x))> , T€R,

denotada por N (e, o), donde e y o son niimeros reales con
o>0.

Sean &1 y &9 variables inciertas normales independientes
con distribuciones N'(e1,01) y N (e2, 02) , respectivamente.
Entonces:

1. Suma de variables inciertas normales: la suma &1 + &2 es
también una variable incierta normal, con pardmetros

N(e1,01) + N(ea,02) = N(ey +e2,01 + 02).

2. Producto por un escalar: el producto de una variable
incierta normal N (e, o) y un escalar positivo k > 0 es
también una variable incierta normal, con pardmetros
modificados

k-N(e, o) = N(ke, ko).
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Definicion 4.13. Variable Incierta Lognormal

Una variable incierta £ se considera lognormal si es una
variable normal N (e, o) transformada mediante el logaritmo,
es decir, su distribucion estd definida como:

-1
P(x) = (1+exp (W)) , x>0,

denotada por LOGN (e, o).

Sean &7 y &2 variables inciertas lognormales independientes
con distribuciones LOGN (e1,01) y LOGN (ea, 02), respec-
tivamente. Entonces:

1. Producto de variables inciertas lognormales: El producto
&1 - &2 es también una variable incierta lognormal, con
pardmetros

ﬁOgN(el,Ul) ~L(/)g./\/(€2702) = E(’)g/\/(e1 +e2,01 —|—02).

2. Producto por un escalar: El producto de una variable
incierta lognormal LOGN (e, o) y un escalar positivo
k > 0 es también una variable incierta lognormal, con
pardmetros modificados

k-LOGN (e,0) = LOGN (e +In{k},0).

Para cualquier variable incierta £ con distribucién ®:

M <z} =P(z), M{E>z}=1-P(z).
Si ® es continua, también se cumplen las siguientes relaciones
para &:

M{E <z} =0(z), M{E>z}=1—-d(2).
La distribucién incierta inversa ® ! de una variable incierta
con distribucion regular ® se define como la funcién inversa
de ®, que existe en el intervalo abierto (0,1).

Una funcién @ ! es una distribucién incierta inversa de
una variable incierta £ si y solo si para cualquier « € [0, 1],

Mg<d Ha)l = q,

esto implica que P es la distribucién incierta de £ y d lessu
inversa.

Asumiendo que la funcién inversa @~ ! satisface la siguiente
relacion para todo « € [0, 1]:

M{g< P Ha)} =0,



esto implica que si escribimos # = ®~ (), entonces a =
P(z)y ast:
M{¢ < z} = (),

demostrando que P es la distribucién incierta de £ y o les
su distribucién incierta inversa. Esta relacién confirma que
la distribucién y su inversa estdn correctamente definidas y
operan como se espera dentro del marco de la teorfa de la
incertidumbre.

Definicion 4.14. Valor Esperado de una Variable Incierta
Para una variable incierta &, el valor esperado E[§] se
define mediante la integral:

+oo

0
EBlg] = M{¢ >z} de — / M{¢ < x} da,
0 —o0
suponiendo que al menos uno de los dos integrales es finito. Esta
definicion capta tanto la contribucion de los valores positivos
como la de los valores negativos de & bajo la medida incierta

M.

El valor esperado bajo la teoria de incertidumbre difiere
del concepto cldsico en probabilidad, pues no presupone una
distribucién de probabilidad subyacente, sino que se basa direc-
tamente en la medida de incertidumbre asignada a los eventos
definidos por la variable £. Este enfoque permite considerar
situaciones donde la incertidumbre no se puede cuantificar
claramente mediante probabilidades.

Definicion 4.15. Si & es una variable incierta con distribucion
D, el valor esperado se calcula como:

+o0 0
E[¢] :/0 (17<I>(x))dmf/ O(z) dx.

— 00

De manera alternativa, el valor esperado se puede expresar
utilizando la integral de la derivada de la distribucién :

400
Bl = /_ £ d®(z),

si ®(z) tiene una derivada ¢(z), entonces:

+o00
Bl = /_ 26(x) d,

pero no es apropiado considerar ¢(x) como una funcién de
densidad de probabilidad, dado que la medida incierta no es
aditiva.

Definicion 4.16. Para variables inciertas con una distribucion
regular @, el valor esperado también se puede calcular como:

1
El¢] = /0 o (a)da.

Procesos Inciertos

A continuacion se presenta la contraparte de los procesos
estocdsticos (teoria de probabilidad) en su version incierta.

Un proceso incierto X; sobre un espacio de incertidumbre
(T, £, M) es una funcién medible desde T' x (T, L, M)) a
los nimeros reales tal que para cualquier conjunto Borel B de
ndmeros reales, { X; € B} es un evento en cada instante ¢. El
proceso tiene incrementos independientes si:

» Losincrementos X, , X¢, — X4, ..., X¢, — X3, _, son
independientes para cualquier secuencia de tiempos t; <
to < - <t

= Tiene incrementos estacionarios si Xg4¢ — X son idén-
ticamente distribuidos para todo s > 0.

Se dice que los procesos inciertos Xy, , X¢,,...,X¢, son

independientes para cualquier entero positivo k y tiempos
t1,to,...,t si, para vectores inciertos

£ = (th’Xt27""XtTL)7

donde i = 1,2,...,n, son independientes; es decir, para
cualquier conjuntos Borel By, Ba, ..., By de vectores reales
k-dimensionales, tenemos

M| (VeeBi} | = A\Mige B}

i=1 i=1

Definicion 4.17. Proceso de Liu Candnico.
Un proceso incierto es un proceso de Liu Candnico Ct si
cumple con las siguientes condiciones:

1. Cy = 0y casi todas las trayectorias son continuas de
Lipschitz.

2. Los incrementos Cys — Cy son estacionarios e indepen-
dientes.

3. Ciys — Cy es una variable incierta normal con distribu-
cion N'(0,t2):

—1
i (reen( )

con distribucion incierta inversa

@;l(a):@ln{ @ }

T 11—«

(Algtin parecido con el poceso de Wiener?



Definicion 4.18. Integral Incierta.

Para un intervalo cerrado [a, b), y un proceso incierto X+
con respecto a un proceso de Liu Cy, la integral incierta se
define como:

b k
X dCy = i X, - (Chy — Ch,),

donde A = méx <;<p [tiy1 —t;| yt1 <to <--- <ty son
particiones del intervalo [a, b).

Definicion 4.19. Ecuacion Diferencial Incierta.
Un proceso de Liu Cy se usa para definir una ecuacion
diferencial incierta de la forma:

dXy = f(t7 Xt)dt +g(t7 Xt)dCt,

donde f y g son funciones medibles que representan las dind-
micas determinista 'y estocdstica del sistema, respectivamente,
vy C't es un proceso de Liu que describe la incertidumbre.

La ecuacién diferencial incierta
dX¢ = f(t, X¢)dt + g(t, X¢)dCt,

donde C} es un proceso de Liu, es equivalente a la siguiente
ecuacion integral incierta:

S S
Xs = Xp Jr/ f(t, Xt)dt+/ g(t,Xt)dCt,
0 0

donde X5 es un proceso de Liu con deriva f (¢, X;) y difusién
g (ta Xt ) .

Teorema 4.20. Trayectoria o de Yao y Chen.

Consideremos una ecuacion diferencial incierta definida por
un proceso de Liu Cy. La trayectoria a para o € (0,1), es la
solucion de la ecuacion diferencial ordinaria correspondiente:

dX{ = f(t, X{)dt + |g(t, X{)| @ (a)dt,

donde ®~1(a) = \/g In 2= es la funcion inversa de la

distribucion incierta normal estandar para el parametro a. Sea
X la solucion de la ecuacion diferencial incierta y X§* el
camino «. Entonces, para cualquier tiempo t, se cumple que:

M{X < X{E Vit =a, M{Xy> X{, Vi =1-q.
De esta manera X s tiene una funcion de incertidumbre inversa

v Ha) =X, 0<a<l1
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5. FINANZAS INCIERTAS

Acciones Inciertas

El modelo supone que el precio de las acciones sigue una
ecuacion diferencial incierta, y se describe junto con el precio
del bono de la siguiente manera

dX¢ = %Xtd'h
dYi = eYidt + oYdCy,

= X : Precio del bono.

= Y} : Precio de la accion.

= 7 : Tasa de interés libre de riesgo.

= e: Deriva logaritmica del precio de la accion.
= ¢: Difusién logaritmica.

= (Y} : Proceso de Liu canénico.

El precio del bono estd dado por
X = Xoe', (30)
el precio de la accidn sigue la expresién
Y; = YOeEH-UCt )

La distribucién de incertidumbre inversa del precio de la
accion estd dada por

d)tl(oz):Yoexp{et—i—Ut\/gln( a )}

T 1—«

Modelo General de Acciones

El precio de las acciones Y; estd determinado por la siguiente
ecuacion diferencial incierta

dY; = F(t,Yy)dt + G(t, Y;)dCy,

donde F'(t, Y) es una funcién que describe la deriva del precio
de las acciones. G (¢, Y3 ) es una funcién que describe la difusién
incierta en el precio de las acciones.

El « -trayecto del precio de la accién Y puede calcularse
mediante métodos numéricos.

Valoracion del Bono Cupén Cero

Definicion 5.1. Valoracion del Bono Cupon Cero Incierto
Sea iy la tasa de interés incierta. El precio de un bono cupon

cero con vencimiento en T estd dado por

T
P(0,T) = FE |exp —/ 1pdt w 3D
0
q By dy
L« dy Px
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Sea zf‘ el a-trayecto de la tasa de interés incierta ¢ . Entonces,
el precio de un bono cupon cero con vencimiento en'l’ es

1 T
P(O,T):/ exp 7/ igdt | do. (32)
0 0

Fuerza de Interés Incierta

Los modelos de tasas de interés inciertas describen cémo
las tasas reales evolucionan con el tiempo bajo incertidumbre,
siguiendo ecuaciones diferenciales inciertas.

La tasa de interés incierta puede ser descrita por

d;t = F(t,%t)dt + G(t,it)dC’t, (33)

donde F'y G son funciones que modelan la dindmica de la tasa
de interés.

Modelo de Chen y Gao

Definicion 5.2. Fuerza de Interés Incierta de Chen y Gao.
La fuerza de interés iy evoluciona segiin la ecuacion dife-
rencial incierta

diy = (,u — agt)dt + odCl, (34)

= i, a, 0 SOn constantes positivas.
= ('t es un proceso de Liu candnico.
= El término odCy captura la incertidumbre.

La fuerza de interés incierta que satisface dicha ecuacion
diferencial incierta es expresada por

t
= oyt (zo _ H) n ge*‘”/ T dCs,  (35)
a a 0

donde C's es un proceso candnico de Liu.

Este modelo es una contraparte del modelo de Vasicek
en el ambito de las ecuaciones diferenciales inciertas, y es
utilizado frecuentemente para capturar la dindmica en entornos
financieros donde la incertidumbre juega un papel crucial.

El valor esperado de la tasa incierta es

B =2 4o (1-1), (36)
a a
su varianza
~ g —at
V. =—(1- .
ar(it) . (1—e™) (37
q, Hy dy
L i D

Bono Cupén Cero de Chen y Gao

En el articulo Pricing Longevity Bonds Under the Uncer-
tainty Theory Framework Gao y Liu (2019), se demuestra el
precio de un bono cupén cero, cuya fuerza de interés se modela
mediante el modelo de Chen y Gao definido anteriormente.

Definicion 5.3. Bono Cupén Cero de Chen y Gao

El precio de un bono cupon cero que involucra una fuerza
de interés incierta, cuya dindmica se rige bajo el modelo de
Chen'y Gao

d%t = (p—a?t)dt—i-odct, (38)
es
P(t,T)=E |:e_ft L‘d“'} — A(t,T)B(,T). (39
1. A(t,T) :
A(t,T) = acsc(a), (40)
donde p se define como
a=13 [U(Tf) + 5 (- e‘”)} )
a a
2. B(t,T):
B(,T) = e "Gt —alo—t)e " =e"T) 4,
Parte I1I

Modelos Actuariales

6. MODELOS ACTUARIALES PARA SEGURQOS
DE VIDA

Variables Principales

Un modelo actuarial tipico incluye:

1. Componente biométrico: Relacionado con suposiciones
sobre mortalidad o longevidad. En el contexto actuarial es
la fuerza de mortalidad, 1.

2. Componente financiero: Relacionado con suposiciones
sobre tasas de interés. En el contexto actuarial es la fuerza
de interés, 7;.

Cuando las evaluaciones se realizan en un contexto de tiempo
continuo, ambos componentes requieren modelos en tiempo
continuo.

Modelar los aspectos financieros en tiempo continuo es
relativamente sencillo. Si se dispone de un modelo biométrico
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en tiempo continuo, las evaluaciones actuariales son directas.
Para tiempos y edades enteros, basta con tabular funciones
biométricas continuas.

Los seguros convencionales son formas tradicionales de
seguros de vida que se han utilizado durante mucho tiempo,
en algunos casos desde la invencién del sistema de primas
niveladas. Caracteristicas principales:

» Término de la pdliza: Es el periodo durante el cual el
seguro estd vigente y el asegurador asume el riesgo.

= Suma asegurada: Es el monto que serd pagado al ocurrir, o
poco después, de la muerte del asegurado. Generalmente
es un monto constante durante el término de la pdliza.

Una péliza de seguro es un contrato financiero que garantiza
el pago de una indemnizacién (suma asegurada), b; al asegurado
o beneficiario si ocurre un evento especifico (Ilamado siniestro)
durante un perfodo de tiempo definido (término de la pdliza).

Una pdliza de seguro es un acuerdo contractual entre dos
partes principales: el tomador del seguro (policyholder) y la
aseguradora (insurer). Este contrato define las obligaciones de
ambas partes, estableciendo un intercambio econémico y una
transferencia de riesgos bajo términos especificos.

Prima

Aseguradora Seguro Asegurado

nefici

La prima (premium) es el pago estipulado que el tomador del
seguro acuerda realizar a la aseguradora como contraprestacion
por la cobertura ofrecida. La prima puede ser tnica, periédica
o ajustada en funcion del tipo de producto asegurador y las
caracteristicas del riesgo asegurado.

El seguro (insurance) representa la cobertura contractual
provista por la aseguradora. Esta cobertura implica el compro-
miso de la aseguradora de pagar un beneficio (o una serie de
beneficios) definidos al ocurrir un evento especifico.

El beneficio (benefit) es la prestacién econdmica que la
aseguradora otorga al tomador del seguro o a un beneficiario
designado. Este beneficio puede ser una suma asegurada fija,

| Sénchez Herrera

una renta periddica o cualquier otra forma de compensacién
establecida en la pdliza.

El evento asegurado es el desencadenante del beneficio, es
un evento especifico (por ejemplo, fallecimiento, invalidez, ac-
cidente, entre otros). Este evento debe estar claramente definido
en los términos del contrato.

Calculo Actuarial

El célculo actuarial se puede explicar como un marco
matemdtico diseflado para evaluar de manera justa y precisa los
compromisos financieros asociados a productos de seguro y
pensiones. Este enfoque se centra en tres aspectos principales:
determinar el valor justo de la péliza, calcular las primas
justas que debe pagar el asegurado, y establecer las reservas
matemadticas necesarias para que la aseguradora cumpla con
sus obligaciones futuras.

El proceso sigue un flujo 16gico que comienza con el calculo
del valor presente actuarial, el cual se convierte en la base
para determinar la prima justa y las reservas matemdticas.

El valor presente actuarial (VPA) es el punto de partida
del célculo actuarial. Representa el valor esperado, descontado
al presente, de todos los flujos de efectivo futuros relacionados
con una pdliza, ya sean pagos de beneficios (compromisos de la
aseguradora) o pagos de primas (ingresos para la aseguradora).
Este concepto captura tanto el riesgo del evento asegurado
como el valor del dinero en el tiempo. El cdlculo del valor
presente actuarial implica:

1. Modelar la probabilidad de ocurrencia del evento asegu-
rado (como la muerte en un seguro de vida) utilizando
funciones de supervivencia o mortalidad.

2. Aplicar el descuento financiero adecuado para reflejar el
valor del dinero en el tiempo.

3. Evaluar el valor esperado de los flujos de efectivo futuros.

Una vez calculado el valor presente de los beneficios futuros,
el siguiente paso es determinar la prima justa que el asegurado
debe pagar. La prima justa asegura que el contrato sea equili-
brado, es decir, que el valor presente actuarial de los ingresos
esperados de primas sea igual al valor presente actuarial de los
beneficios esperados, a este equilibrio, es llamado el principio
de equivalencia actuarial.

Finalmente, una vez que se establecen los compromisos
futuros (beneficios) y los ingresos (primas), el cdlculo actuarial
se enfoca en determinar la reserva matematica que es el monto
que la aseguradora debe mantener para garantizar que puede
cumplir con sus obligaciones futuras en cualquier momento
durante el término de la péliza.
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7. SEGURO DOTAL PURO

Estas definiciones estdn basadas en el material presentado
en el libro Bowers er al. (1997), que proporciona una base
exhaustiva para los modelos matemadticos utilizados en la ciencia
actuarial, abordando conceptos fundamentales como los seguros
de vida, anualidades y célculos de reservas técnicas.

Modelo del Seguro

Un seguro dotal puro a n afios proporciona un pago al
final de los m afios si, y s6lo si, el asegurado sobrevive al menos
n afios desde la emision de la pdliza. Si el monto pagadero es
una unidad, entonces

0 Ty <mn,
by = - 43
Te {1 Ty > n, (43)

Dado que se asume una de interés constante (fija) y determinista
entonces )
att) =0t =" t>0. (44)

Por lo tanto la variable aleatoria que denota el valor presente
del pago del beneficio de un dotal puro es

1 0 Tz S n,
Ly = 45
z:n| {U" . bn Tx > n, ( )

donde T’ es la variable aleatoria de tiempo hasta fallo de un
asegurado de edad x.

El tnico elemento de incertidumbre en el seguro dotal puro
es si se producird o no una reclamacién. El tamafio y el momento
del pago, si ocurre una reclamacién, estdn predeterminados.

La expresién (45) puede escribirse como

1
Zpim = " N1, 5n} (46)
donde 17, ~} es el indicador del evento de supervivencia
hasta la edad = + n. Entonces
Il{Tgc>n} =1,

si el asegurado sobrevive hasta la edad  + n y toma el valor
de 0 en caso contrario. El valor actuarial presente del seguro
dotal puro a n afios tiene dos simbolos

A 6 nFEa.
Calculando la esperanza matemdtica de Zz:%:
1 1
Aw:m = ]E[Zw:m} =" E[l7,>,] = 0" e, (47)

donde np; = P[Ty > 0] es la funcién de supervivencia, la
probabilidad que un asegurado de edad = sobreviva al menos n
afios.

Sintetizando el desarrollo, se obtiene la siguiente definicién.

qy P d

‘V\ A\

L iy P

Definicion 7.1. Seguro Dotal Puro Continuo a n aios

Un seguro dotal puro continuo a n afios, es aquel que
proporciona un pago unico de 1 unidad monetaria al final de n
anos, sujeto a la condicion que el asegurado sobreviva al menos
n afios desde la emision de la poliza. Su variable aleatoria de
valor presente del pago del beneficio es

ZI:% = Un]l{Tm>n}7 (48)

cuyo factor de descuento depende de una fuerza de interés
determinista y constante i:

ot =T (49)
El valor actuarial presente es

nFe = Am:% =E [Zm:%] =v" npa. (50

Primas de Beneficio

Las primas constituyen los pagos realizados por los toma-
dores de la pdliza para acceder a la cobertura ofrecida por la
aseguradora. Existen varios tipos de primas, las cuales se clasi-
fican dependiendo de los elementos considerados en su cédlculo.
En esta seccidn se hace uso s6lo de la prima de beneficio.

La prima neta, también conocida como prima de riesgo,
prima de beneficio o prima matemadtica, es aquella que esta
disefada exclusivamente para cubrir los beneficios asegurados.
Este célculo no incluye ninguna consideracion por los gastos
operativos o administrativos de la aseguradora.

En el cdlculo actuarial de primas, el principio de equivalen-
cia es un fundamento técnico esencial que asegura el balance
financiero entre los beneficios futuros y las primas cobradas.
Este principio es clave para determinar las primas netas en
productos de seguro, asegurando que los compromisos futuros
de la aseguradora estén respaldados por los ingresos de las
primas.

Segtin el principio de equivalencia, la prima se establece de
tal manera que:

VPA de los beneficios futuros (en ¢ = 0) = VPA de las primas futuras (en ¢ = 0)
(5D
El principio de equivalencia establece que el valor presente
esperado de las primas debe ser igual al valor presente esperado
de los beneficios de una pdliza de seguro.

Modelo para la Reserva

Estas definiciones son extraidas en el material presentado en
el libro de Mgller y Steffensen (2007), el cual explora técnicas
modernas de valoraciéon de mercado aplicadas a los seguros
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de vida y pensiones, destacando el uso de modelos financieros
para la evaluacion de pasivos y la gestion del riesgo.

Como se describié anteriormente, una reserva es el monto
que una aseguradora necesita mantener en un momento dado
para cumplir con las obligaciones futuras asociadas a las pdlizas
en vigor. Se determina considerando:

1. Flujos de efectivo futuros: incluyen pagos de beneficios
(siniestros, vencimientos) y primas futuras.

2. Bases actuariales: conjunto de supuestos sobre tasas de
interés, mortalidad, morbilidad y costos.

Se clasifican las reservas segtin su prop6sito y método de
célculo. Los principales tipos tratados son

1. Reserva Retrospectiva: se calcula acumulando las pri-
mas pagadas hasta el momento, menos los beneficios ya
pagados y los costos asociados.

2. Reserva Prospectiva: representa el valor actual esperado
de los flujos de efectivo futuros de la pdliza, desde el
momento actual hasta el vencimiento.

3. Reserva de Mercado: es unareserva prospectiva calculada
bajo supuestos realistas o de tercer orden, considerando las
tasas de interés libres de riesgo y los riesgos de mercado
actuales.

El objetivo del estudio es desarrollar una reserva de mercado
para un portafolio de seguros dotales puros.

Las bases actuariales son conjuntos de supuestos o pardme-
tros utilizados para calcular valores actuariales como primas,
reservas técnicas y otros componentes clave en seguros y pen-
siones. Estas bases son fundamentales porque determinan c6mo
se modelan los flujos de efectivo y los riesgos asociados con
contratos de seguros y pensiones.

Existen varios tipos de bases actuariales, clasificadas se-
gtin el propésito y el nivel de realismo que incorporan. Los
principales tipos son:

1. Base de Primer Orden (conservadora): es una base
extremadamente conservadora, disefiada para garantizar
el principio de equivalencia actuarial. En esta base se fija
una tasa de interés constante que satisfaga el principio de
equivalencia. La funcién de descuento correspondiente es

a 1(t):'vt:e i 257
donde 7" es la tasa que se usa en esta base.

2. Base de Segundo Orden: representa una aproximacion
mds realista de los flujos de efectivo esperados, utilizada
para reflejar mejor las condiciones actuales del mercado.
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3. Base de Tercer Orden o Base Real: refleja las condiciones
reales de mercado y se utiliza para valoraciones de merca-
do. Se basa en datos reales y fluctuaciones del mercado.
En esta base, se intenta modificar la funcion de descuento
que se usa en la base de primer orden, de tal manera que
dicha modificacion refleje el valor del mercado.

El andlisis principal de este trabajo es ver la construccién de
una reserva de un portafolio de seguros dotales puros usando
una base actuarial de tercer orden. ;Qué modificacién se
implementa para reflejar las condiciones del mercado? El
uso de bonos cupén cero. Esto se debe a que tanto el seguro
dotal puro como el bono cupdn cero comparten una estructura
similar que los hace particularmente atractivos en términos de
planificacién financiera y gestion de riesgos:

1. Pago tnico garantizado al vencimiento:

= Ambos instrumentos estan disefiados para realizar
un tnico pago en una fecha especifica y conocida
desde el inicio. En el caso del seguro dotal puro, este
pago se realiza al asegurado al vencimiento de la
poliza, siempre que sobreviva; mientras que, en el
bono cupén cero, el emisor entrega el valor nominal
del bono al vencimiento.

2. Ausencia de flujos intermedios:

= Ninguno genera pagos peridédicos durante su vigen-
cia, eliminando el riesgo de reinversién asociado a
los flujos intermedios. Esto simplifica la gestion del
pasivo, ya que Gnicamente se necesita garantizar que
los recursos estén disponibles en el momento del

pago.
3. Facilidad en la gestién del pasivo:

= Dado que el monto y la fecha de pago son ciertos,
la aseguradora o el emisor solo deben concentrar-
se en fondear ingresos suficientes para cubrir el
pasivo en el vencimiento. Esto permite enfocarse
exclusivamente en la gestion del riesgo de la tasa
de interés (para garantizar retornos adecuados) y el
riesgo de mortalidad (en el caso del seguro dotal
puro). Ademads el riesgo de mortalidad se puede
reducir aumentando el nimero de asegurados en el
portafolio.

Reserva Prospectiva con Base de Primer Orden

Se utiliza el enfoque propuesto en
M@lleryStef fensen (2007) para construir el porta-
folio y reserva para los seguros dotales puros. Se considera un
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portafolio compuesto por ¢, asegurados, todos con la misma
edad inicial x en tiempo 0. Se emiten pdlizas idénticas de
seguros dotales puros a n afios (usando la definicién 7.1) con
una suma asegurada de 1 unidad monetaria. De esta manera se
establece las siguientes suposiciones estdndar:

1. Todos los asegurados del portafolio T;, Tg, e Tf”” tie-
nen la misma ley de supervivencia

1 -t d
Pz = T+t —e f() Hazts 37
Ly

donde p es la fuerza de mortalidad

; 1
Pt = dtlil(lﬁ all’[t < Ty <t+dt|Te > t].

2. La fuerza de mortalidad p es una funcién determinista.

3. Los contratos estdn financiados mediante una prima tGnica
7o pagada al inicio.

Dado que no es posible predecir exactamente el niimero de
asegurados que sobrevivirdn hasta el tiempo n, se considera
el comportamiento esperado. En un portafolio suficientemente
grande, la Ley de los Grandes Niimeros

n
- 1 P
i=1

asegura que el nimero real de supervivientes converge al
nimero esperado.

= Se introduce el indicador
Lepionys (52)
que indica si el asegurado j-ésimo sobrevive hasta el

tiempo n.
= El nimero promedio de supervivientes en el portafolio es

La

1

7 2 Nresny 3
j=1

= Por la Ley de los Grandes Numeros

12

NI
© u Jj=1
L iy Px

Esto implica que, para un portafolio suficientemente grande, el
nimero de asegurados que sobreviven estd dado aproximada-
mente por

Ly
1 <
F E H{Tj>n} S ‘nPxr = €z+n~ (55)
- z
j=1

Cada asegurado paga una prima tnica mq al tiempo ¢t = 0.
Los siguientes supuestos se aplican al andlisis:

1. El nimero de sobrevivientes al tiempo n estd dado por
é:r+n
Lytn =Lz - npz.

2. Cada sobreviviente al tiempo n recibe una unidad de
beneficio.

De lo anterior, el beneficio total pagado a los sobrevivientes
al tiempo n es igual a £, 4, El valor presente de este beneficio
al tiempo 0 se denota por

a_l(n) Ay,
donde a=1(n) = e~ fo 9% por otro lado, dado que las

primas £, - o se pagan en la emision de las pdlizas ¢ = 0, su
valor presente es simplemente igual a

by - Q.
Por lo tanto, la pérdida en emision del asegurador es
0L = lysn-a (n) — Ly -mo. (56)

Para garantizar que el contrato sea justo desde el punto de
vista financiero, el principio de equivalencia requiere que la
pérdida del asegurador sea igual a cero. Es decir

oL =0— EHna_l(n) = {y - T,

resolviendo para la prima 7, se obtiene la prima tnica justa al
tiempo 0

sds

—1
= M = npPzx ei fO B . (57)

Uy

o

Es importante recalcar esta prima se cumple si y solo si la
funcién de descuento es determinista, en caso contrario las
tasas o tasa de interés futuras no son conocidas en tiempo 0,
lo que implicaria que no se conoce "t (t) en el momento de
vender el contrato (tiempo de emisién). Por lo tanto no se puede
establecer esta prima.
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Definicion 7.2. Portafolio de Seguros Dotales Puros Continuos
con base actuarial de primer orden.

Un portafolio de seguros détales puros continuos estd
compuesto por Ly asegurados, cada uno de ellos con la misma
edad inicial (x) en tiempo de la emision de la péliza (t = 0),
bajo las siguientes condiciones:

1. El niimero de asegurados que sobreviven hasta un tiempo
n estd dado por

€z+n =y - nPx, (58)

t
z+sd ..
donde npy = K“zﬂ = efo Hate@5 'y 1 es determinista.

2. Cada asegurado sobreviviente al tiempo n recibe un
beneficio unitario.

El beneficio total pagado a los sobrevivientes al tiempo n es
lotn =Ly - nDx- (59)

Cada asegurado paga una prima tinica mg al inicio del contrato
(t = 0), la cual satisface el principio de equivalencia actuarial

70 = npe e o 00, (60)

La variable de pérdida del asegurador en la emision estd dada
por
0L = lyin-a (n) — Ly - . ©61)

8. RESERVA DE MERCADO (BASE ACTUA-
RIAL DE TERCER ORDEN)

Se modifica la reserva prospectiva con base de primer orden
desarrollada anteriormente. Se busca crear una reserva con base
de tercer orden, es decir, que refleje las condiciones “reales”
del mercado. En libro Mgller y Steffensen (2007), se demuestra
que esto se logra via una cobertura con bonos cupén cero. A
continuacién se describe dicha cobertura.

Cobertura via Cupdn Cero

La estrategia busca replicar los pasivos del asegurador
mediante la inversién en instrumentos financieros.

El siguiente desarrollo se asume una fuerza de interés de-
terminista. Se considera un asegurador que invierte al tiempo
t = 0 en ¢k unidades de un bono cupén cero con vencimiento
en n. La pérdida en emisién ajustada del asegurador, con-
siderando la cobertura mediante bonos cupén cero, esta dada
por

0L = lyina ™t (n) — by - 7o + luk [P(O7 n)—1 -a_l(n)}
(62)
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al reorganizar los términos en la ecuacién anterior
0L = (byin — lzk) a” (n) + £y [kP(0,n) — ]  (63)

para que o£ = 0, se deben cumplir dos condiciones:

1. k= z”@*" = npaz, es decir, el asegurador debe adquirir

x

bonos en proporcién al nimero esperado de sobrevivientes.

2. o = npz - P(0,n), lo que implica que la prima justa
al tiempo ¢t = 0 es igual al precio del bono cupén cero
multiplicado por la probabilidad de supervivencia hasta n.

Por lo tanto, la prima justa obtenida,
70 = npz - P(0,n),

corresponde al precio al tiempo 0 de un bono cupén cero con
vencimiento n, ponderado por la probabilidad de supervivencia
de los asegurados hasta ese tiempo, lo cual es intuitivo.

En un portafolio con ¢; asegurados, el asegurador debe
adquirir 4z - npz = fg+n bOnos cupdn cero para igualar
exactamente el niimero esperado de sobrevivientes. Al cumplir
las condiciones anteriores, se logra replicar los pasivos del
asegurador. Esto significa que el valor de los bonos adquiridos
al tiempo ¢ satisface

by - npe - P(t,n) = lgin - P(t,n),

de esta manera, el valor de los activos (bonos cupdn cero) es
igual al valor de los pasivos (beneficios garantizados) para
cualquier desarrollo futuro de los precios de los bonos.

El valor de mercado de los pagos garantizados no depende de
la estrategia de inversion especifica de la compafiia aseguradora.
Esto se deriva del argumento de cobertura: cualquier desviacion
de los precios de los bonos respecto a su valor de mercado
permitiria generar ganancias libres de riesgo (arbitraje). Por lo
tanto:

= El valor de mercado de los pasivos es igual al de los activos
replicantes.

= Cambios en el precio de los bonos afectan de manera
simétrica tanto los activos como los pasivos.

Finalmente, el valor de mercado de los pagos futuros garan-
tizados, V9 (t) es

VI(t) = lott  7—tPavt - P(L,T). (64)

La implementacién del bono cupén cero P(t,n) en la
pérdida en emision (la pérdida en emision ajustada), permite
hacer la valoracién mediante el enfoque de la base actuarial de
tercer orden, pues P (¢, n) puede ser observado en el mercado.

En el desarrollo anterior se estableci6 el convenio que la
fuerza de interés, 7, que se utiliza en la funcién de descuento,

@ K d

I\Y\ A\

L iy Py
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a”t (t), es determinista, lo que implica que la prima usada para
cada pdliza debe ser forzosamente

7fTZ:ds
T =Tpz-e Jo .

Es de interés el caso donde las tasas de interés son estocas-
ticas, lo que introduce mayor complejidad en el célculo de la
pérdida en emision de la aseguradora. Para el mismo portafolio
que se ha desarrollado previamente con base actuarial de pri-
mer orden, se establece que la fuerza de interés utilizada, i; es
estocdstica, es decir

T -
— 1sds
O,C:Zw_;'_T‘e fo _ZCE"TFOa

donde 75 es un proceso estocastico.

Entonces, los célculos relacionados con la cobertura del
seguro dotal puro continuo se realizan utilizando la tasa de
interés del mercado, que es un proceso estocdstico. Este
andlisis se centra en como estas tasas afectan la acumulacién
de primas y la valoracién de los pagos futuros garantizados.
Aunque se ha demostrado en la seccién previa que el riesgo
del asegurador podria cubrirse perfectamente invirtiendo en
bonos cupén cero con vencimiento 7', en la prictica, estos
bonos podrian no estar disponibles. Como alternativa, se
considera la inversion de las primas en una cuenta bancaria
que genera intereses a corto plazo (o instrumentos financieros
equivalentes, como swaps). Este planteamiento considera la
realidad del mercado, donde puede ser complicado acceder a
bonos con caracteristicas especificas.

Si las primas se invierten en una cuenta de ahorro (cuenta
monetaria) desde el tiempo ¢ = 0, su valor acumulado al tiempo
t estd dado por:

sd
APrima(t) = (le - 770)6‘[0 R (65)
donde s es un proceso estoc4stico.

Cuenta Total sin Swap

En lugar de analizar la pérdida en emision de la aseguradora

Obligaciones de la Aseguradora (Beneficio del Dotal Puro)-
Activos Totales (Primas cobradas al Asegurado)

se hace andlisis de la cuenta total de la aseguradora U (t).
Cuando la compafiia no participa en contratos de swaps, la
cuenta total U (¢) es la diferencia entre las primas acumuladas
y el valor de mercado de los pasivos al vencimiento 7":

q, ' ds

‘V\ A\

L iy P

1. En el tiempo ¢: La cuenta total sin la implementacién del
swap es

U(t) = Aprima(t) -V (t):

t
 d
=fy -7 - efo Lo S *€m+t CT—tPx+t -P(t,T),

t - *
=LypyT ef" (eis)ds _ Loyr - P(t,T),
[
= £$+T |:ef0 <ls_15)d6 — P(t, T):| .
(66)

2. En su vencimiento 7"

U(t) = Aprima (t) -V (t)7

T 67
=Lyyr (efo (i) ds _ 1> . ©7)

esta ecuacion describe el valor terminal de la cuenta en una
estrategia en la que las primas se invierten en una cuenta
de ahorro o en bonos de muy corto plazo, sin participacién
en swaps.

Afadiendo la implementacion del swap de interés, la cuenta
total se define como sigue

U(t) = APrima(t) + HSWHP(t) -V (t): (68)

de esta manera, se consideran tanto los pagos realizados como
los recibidos, asi como el valor de mercado de los flujos futuros.

La razoén principal para analizar esta cuenta, y no directa-
mente la variable de pérdida £, radica en:

1. Actiia como un indicador de la suficiencia de los activos
frente a las obligaciones. Una cuenta U (¢) no negativa in-
dica que los activos disponibles (incluyendo los derivados
financieros) son suficientes para cubrir las obligaciones
garantizadas.

2. Permite evaluar como las estrategias de cobertura via
instrumentos financieros (como swaps de tasas de interés)
afectan la capacidad de la aseguradora para cubrir sus
obligaciones. En este caso, se compara la cuenta con swap
y sin swap, para cuantificar en términos de ganancias, el
impacto de implementar dicha cobertura.

3. A diferencia de la variable de pérdida £ , que se enfoca
unicamente en la discrepancia entre las obligaciones futu-
ras descontadas y las primas recolectadas, U (¢) permite
incorporar efectos dindmicos del mercado, como cam-
bios en las tasas de interés y ajustes en la estrategia de
cobertura.
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La raz6n del andlisis de las variables de pérdida en emisién
con una base actuarial de primer orden (L) y de tercer orden
(L), es para identificar la correcta estructura de los pasivos con-
tingentes (obligaciones/valores garantizados) y de los activos
(primas) de la aseguradora.

9. COBERTURA VIiA SWAP

En esta seccion se analiza el uso de swaps de tasa de interés
como una estrategia de cobertura para gestionar las obligaciones
financieras de una aseguradora en contratos de dotacién pura
continuos. A continuacién se describe la cobertura via swaps
de tasa de interés presentada en Mgller y Steffensen (2007).

Swap

Un swap es un contrato financiero mediante el cual dos
contrapartes acuerdan intercambiar flujos de pagos en el futuro,
basados en diferentes estructuras de tasas. La tasa swap k(t,T')
se define como la tasa que iguala el valor presente de dos flujos
de pagos
1-P(t,T)

[P,y dr

k(t,T) =

Cuando los precios de los flujos de pagos coinciden en ¢, los
valores de mercado de los flujos intercambiados son equivalen-
tes. Esto implica que dos partes pueden realizar un intercambio
de flujos sin realizar pagos adicionales.

Un receiver swap es un contrato de swap en el cual una
contraparte paga una tasa variable ¢ = 7 y recibe los cupones
acumulados a una tasa fija ¢ = k. Esto ocurre cuando la
contraparte recibe los pagos basados en la tasa fija .

Un payer swap el propietario del contrato recibe los cupones
calculados con ci (tasa variable) y paga los cupones basados en
¢ = k (tasa fija). La contraparte paga la tasa fija.

Relacion entre Tasas de Swap y Tasas Forward

La tasa swap puede ser reescrita utilizando las tasas for-
ward instantdneas f (¢, T), que representan las tasas de interés
instantdneas implicitas para el perfodo [t, 7]:

1-PtT)=1—¢ Jlrwna

/ f —f; f(t,s)ds dr,
:/ f&,n)P(t,7)dr.
t
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Al sustituir la expresién anterior en la ecuacion de la tasa swap
k(t,T) se expresa como

w(t.T) = ft T P(t,T)dr ’

ft P (t, T)dr
esta expresion muestra que la tasa de swap estd directamente
relacionada con la curva de tasas forward, y describe cémo las
tasas de swap pueden considerarse promedios ponderados de
las tasas forward en el intervalo [t, T'].

Los precios de los bonos cupén cero P(t,T') pueden ser
determinados recursivamente a partir de una curva de tasas de
swap k(t,T)

T—h
/ P(t,7)dr + P(t,T)h,
t

para un pequefio h , se puede escribir la aproximacion del precio
de bono como

T—h

L—x(t,T) [, P(t,7)dr

P T)~ 1+ Ii(t, T)h

Los precios de los bonos cupén cero también pueden expre-
sarse en términos de la curva de tasas de swap como

T .
P(t,T) :1—/<;(t,T)/ o~ SRt ds )
t

Swap de la Aseguradora

Se asume que la compaiifa entra en una posicion de receiver
swap, con N = € - wo(1 + €) contratos, donde € es un factor
adicional para ajustar el tamafio del contrato swap. En este
swap, la aseguradora

1. Recibe una tasa fija x, denominada tasa strike del swap.

2. Paga una tasa flotante i;, correspondiente al mercado.

Este esquema asegura que los flujos de ingresos (tasa fija) se
utilicen para cubrir las obligaciones futuras, mientras que los
pagos flotantes representan un riesgo financiero.

El valor presente al tiempo ¢ = 0 de los flujos de un swap
unitario estd dado por

T T
— is d =
/ e Jo " (k—ir)dr. (70)
0
q Ky dy
L iy Py



Cuenta swap

El valor del swap en el tiempo ¢ se denota por ITswap (%),
y representa una cuenta en la empresa que acumula los flujos
pasados y descuenta los flujos futuros, ajustados al interés de
mercado 7. Inicialmente, en t = 0, se establece

NE®

T Tied
/ eift (=0 )dr | F

t

T Tied
—NE® / efft L dr | Fy
t
T
~ NEQ [/ e “Zfdrm},
t

T
:Nli/ P(t,7)dr
t

o
— NEQ |:1 —e Jt tads \ft} R

Tawap(0) = 0.

En el tiempo ¢, el valor de la cuenta swap se define como

t t o
stap(t) :N/ efT b ds(li — 57—) dT, T
0 :Nn/ P(t,7)dr — N(1—P(t,T)).
t

ol 7 e, 73)
+ NE ; e (k—ir)dr | Ft|. Finalmente, la cuenta swap es
(71)
t f d r
t . is 5
- N/ efr bs ds(li —i7) dt representa los flujos netos [swap () =N / /t P(t,7)dr
0 74
acumulados desde el inicio del contrato hasta ¢. f 7.ds
T s, - N — P(t,T)
= NE® / e Jo T (k—1ir)dr | Fi| refleja el va-
t

lor presente esperado de los flujos futuros del swap, des-

- Cuenta Total
contados al tiempo actual ¢.

La cuenta total U (t) se define como
El primer término, relacionado con los flujos acumulados hasta
t, se transforma a
U(t) :Aprima( ) + HﬁWﬂP( ) - Vg( )

— ﬂ_efv o fzds Vdr
N/ fzﬁdsl{_l‘r dT_NK/ fzsds =l - 7o +N </ d+/ P(t, )d>

f T dss - N (efoy leds _ P(t,T)) — it T— Do+t f)(t7 T)

— N/ € s (Zd dT, (75)
Si se asume que € = 0, lo que implica que N = £ - mp, la

—N/s-/ f isds g ecuacion de U (¢) se simplifica a

- N [/ d (eff, ist)} ) U(t) =by -moP(t,T) — Lyt - 7—tPatt - P(t,T)

t t-d T
0 t

isds toy t t . T
- N |: f — 1:| . :’ingrTe fo itds < f is dsd +/ P(t,T)dT)
0 t

(72)
T -y
g PT) (1 S )
El segundo término, el valor presente de los flujos futuros wir - P(LT) < “
del swap en t se reformula como (76)
q, Iy ds

‘V\ A\

L iy P



el valor inicial de la cuenta ¢ = 0 de la cuenta total es

U(0) = £y - mo — L - pp P(0,T),

_ [T 77)
=lyir [e Jy iras —P(O,T)} ,
al vencimiento ¢t = T, la cuenta total es
T, T T.
U(T) =lyirre Jo izas / of. iy,
0 (78)

T -y
— Ly (1 —e fu zsds) .

La cuenta total U(¢) es una herramienta esencial para
monitorear la solvencia de una aseguradora. Su formulacién
permite un andlisis del impacto de las primas, swaps y el valor
de los pasivos en el tiempo. Este modelo conecta directamente
las matemadticas actuariales con la gestién del riesgo financiero
mediante el uso de derivados financieros.

Swaption

Un swaption es una opcién financiera que da al titular
el derecho, pero no la obligacion, de entrar en un contrato
de swap en una fecha futura predefinida Tp. En esta sec-
cién, se analiza de la cuenta swaption. En el trabajo de
M@llerySte f fensen (2007) se brinda el desarrollo del valor
del mercado del swaption, empero no desarrolla la implementa-
cioén del swpation para la cuenta de la aseguradora.

Un receiver swaption otorga al titular el derecho, pero no la
obligacion, de entrar en un receiver swap en una fecha futura
determinada 7j. En este tipo de swap, el titular paga flujos
flotantes basados en la tasa de interés de mercado y recibe flujos
fijos al tipo . Un agente adquiere una receiver swaption para
cubrirse contra caidas en las tasas de interés o especular sobre
una baja futura en estas tasas, esto pues una disminucién en las
tasas reduciria los flujos de ingresos provenientes de inversiones
o contratos de deuda. En caso de que la cuenta del swap Ilswap
sea negativa en su vencimiento 7' (stap(T) < 0), es racional
no ejercer la opcién sobre dicho swap subyacente.

El valor presente en Ty de un receiver swap se calcula como
la diferencia entre el valor presente de los flujos fijos a recibir y
los flujos flotantes a pagar. Matemadticamente, se expresa como

T - — fT is ds
(k—1ir)e 7o dr,
To

el precio de un receiver swap en 1 es

T

P(Ty, T)—1— n/ P(Ty, 7)dr, (79)

To
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por lo tanto, el precio antes de la fecha de ejercicio Tp (es decir,
ent < Tp)es

T +

Q —fToisds
E~ |e Jt P(Tp,T)-1-k P(Ty,T)dr

To

donde (-)* = méx(-,0), indica que s6lo se considera el valor
positivo, ya que el swaption no se ejerce si no resulta favorable.

Es de importancia notar que, aunque la aseguradora decida
no ejercer el derecho, deberd cubrir la prima para adquirir el
contrato swaption. Por lo cual, la aseguradora debe contemplar
esta obligacion.

La cuenta del swaption se define en dos etapas dependiendo
del tiempo ¢, en relacién con la fecha de ejercicio Tp:

= Antes del ejercicio: para t < Tp, la cuenta refleja el valor
del contrato receiver swap para entrar al contrato swap. Se
calcula como:

Q| - 703 ds T
EQ | /@/ P(Ty, 7)dr — [1 — P(Ty, T)]
To

= Después del ejercicio: para t > Tp, si el swaption es
ejercido, la cuenta del swaption coincide con la cuenta
de un receiver swap Iswap(t = Tp), la cual ya se definié
anteriormente.

Cuenta Swap Incierta

En las secciones anteriores se ha demostrado que se puede
implementar una tasa de interés que participe en el mercado,
haciendo uso de procesos estocdsticos para la fuerza de interés.
Ahora se pretende demostrar que es posible adaptar el modelo
actuarial bajo el marco de procesos inciertos. Se utiliza la misma
estructura de flujos de la cuenta swap desarrollada bajo una
medida de probabilidad Q, Ilswap (t) Para crear la cuenta swap
incierta TTewap(t), s6lo se establece que la fuerza de interés
siga un proceso incierto, es decir, su dindmica se rige bajo el
modelo de Chen y Gao

diy = (1 — aig)dt + odCs.

El valor presente en ¢ de los flujos futuros que dependen de
q Ky dy

‘\Y\ A\
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DT t~ .
una fuerza de interés incierta ¢ es donde fT 1sds se desarrolla como sigue

TifT;d5 B TifTst t t
/ e Je P (k—7)dr| =E / e Ji T kdr /zsd‘g:/ ﬁ_,_e—as E()*ﬁ +O./ e g | ds,
¢ t - r Lo a 0
[T i s ¢
_E / e—ft zszé;zT dar|, _ [H +€_as (;Z ﬁ ds+o eV~ anCUdS
¢ , La a 0 7

—H/t‘T_E {e*ft’z,ds]dT =2“—a(t77)+<g0,%> <eaTa_ )
T -
- F /t d(e_jt ZSdS)], _ U/t [6av7at71} dCy,
T-~ ! —art —at
:n/t P(t,7)dr :%(t—f)—i— (;O_H> (e —e )

-E _1fe’fth"‘d5}

5 t t
] _g {e‘”/ e‘wde—&—/ dC’U] ,
T a
:n/ A( T T
t

E

t,7)B(t,7)dr

(85)
- [1=pP, 1],
T ademds, se observa que
:H/ A(t,7)B(t,7)dr
t t e~ at _ g—ar
-[1-A@T)B(1T)], / edCy ~ N (0, > ) (86)
(80) . a
definiendo lo siguiente:
y

1. A(t,7): t
/ dCy ~ N(0,t — 7). &7

A(t,7) = acese (), (81) -

y a se define como Por lo tanto, la cuenta del swap incierto en t es

N d t“‘sd
] L A R | B S N&/ el {f -1

a

+N/<;/ A(t,7)B(t,7)dr — N [1 — A(t,T)B(t,T)],

—Nn/ AL /A(t,T)B(t,T)dT
*M<T7t)7%(%07%)(6_‘”76_(17)'

B(t,7)=e 2 (83)

2. B(t,7):

~N [ Jo s A(mT)B(t,T)} .

El valor acumulado a tiempo ¢ de los flujos pasados es (88)

t .
/ eTtiSdS(/{—zT)dT -k 2 L sds g _/ f tsds *irdr, Cuenta Total Incierta
0

Al igual que en su homélogo probabilista, la cuenta total de
/ f is ds |: f isds 1] la aseguradora bajo el marco incierto es
— s —1,

(84) U(t) = Aprima(t) + I:ISWap(t) -V (t)y (89)
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donde
A1) = (02 m0) - eJo
TO = TPz € Ji *
diz = (p — aiy)dt + oCy, (90)
VI(t) = lust - 7—patt - P(8,T),
P(t,T)=E |:e Sl ds} = A(t,T)B(t,T),

recordando que 7; es la fuerza de interés de la base actuarial de
primer orden. Por lo tanto

t t d T
+ Nk efr e SdT+/ A(t,7)B(t,7)dr
0 t

-N |:ef0t Lds A4, T)B(, T)]

—Llait T4zt - AL, T)B(t,T),
©On

estableciendo que N = /¢, - g, entonces

T(t) =(ts - o) - oy Tads

by T
+ly MoK / cff b SdT+/ P(t,r)dr
0 t

¢
— Ly - T {efo fads P(t,T)j|

—Llatt - T—tpatt - P(4,T),
Ty oo t te o r ~
:;{»ZHT.eifo i ds |:/ efr “d&dT—l-/ P(t,T)dT:|
0 ¢

T -y
—lpiq - P(4,T) {1 e o ds} .
92)
La cuenta total en su vencimiento (7') es

T, T 7.
U(T) :Z$+Tﬁei fo g ds/ ef-r 'LsdsdT
0

T -y
—Lytr {1 —e fo bs ds]

93)
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Cuenta Total sin Swap Incierto
La cuenta total sin la implementacién del swap incierto es

U(t) = Aprima(t) — V(1)
1~
=fy -7 - 6\[0 isds — £m+t “T—tPx+t - P(t, T),

t . ~
=ty edo G g BT,

=lyiT |:ef0 (t—i)ds _ P(t, T):| .

94)
en su vencimiento (7°) es
U(T) = Aprima(T) = VI(T),
L

El desarrollo presentado en esta seccion evidencia que el modelo
actuarial de interés es capaz de incorporar procesos inciertos
para la fuerza de interés. De este modo, se introduce una nueva
alternativa dentro del modelo de reserva de mercado: la reserva
de mercado incierta. Para implementarla, basta con sustituir
el modelo (3.1) por el modelo (5.3) en el modelo actuarial de
la cuenta total de la aseguradora (78).

Ejemplo Numérico

Ahora que se ha formulado el modelo de la reserva de
mercado para un seguro dotal puro bajo dos marcos distintos:
uno estocdstico, basado en la medida de probabilidad, y otro
incierto, fundamentado en la teoria incierta de Liu. Se pro-
cede a su implementacién numérica con el fin de ilustrar su
comportamiento practico.

El propésito de esta implementacion no es desarrollar ni
analizar métodos avanzados de simulacién ni técnicas de pro-
gramacidn, sino evidenciar que el uso de un instrumento de
cobertura como el swap permite reducir la ocurrencia de even-
tos extremos en la cuenta total de la aseguradora. Se busca
mostrar al lector que este tipo de cobertura puede aplicarse con
éxito desde dos perspectivas distintas: una probabilistica y otra
incierta, dependiendo de cémo se modele la aleatoriedad de la
tasa de interés.

El andlisis se realiza sobre un seguro dotal puro pagadero
a vencimiento. No se considera mortalidad ni cancelacion,
permitiendo centrar el estudio exclusivamente en la componente
financiera del modelo. Se exploran dos horizontes temporales
representativos: 1" = 5 afios y 1" = 15 afios.

En el marco estocastico, se utiliza el modelo de Vasicek
(3.1) para modelar la tasa de interés. En el marco incierto, se
emplea el modelo de Chen y Gao (5.3). Para cada enfoque,

@ K d
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se simulan trayectorias de la tasa y se calcula el valor de la
cuenta total de la aseguradora en su vencimiento (78). El interés
principal es observar como varfa la distribucién de esta cuenta
al incluir instrumentos de cobertura.

No se profundiza en los detalles técnicos de la implemen-
tacion ni en los aspectos computacionales del modelo, pues
este no es el objetivo del trabajo. En lugar de ello, la atencién
se centra en la presentacion de los resultados obtenidos, con
el fin de respaldar la utilidad de los swaps como mecanismos
de cobertura, tanto en la modelacién estocdstica como en la
incierta.

En la seccidn siguiente se muestran los resultados numéricos
y gréaficos que permiten comparar cada enfoque y la efectividad
de las estrategias de cobertura implementadas.

Cuenta Estocastica v.s Cuenta Incierta

Para evaluar el impacto del uso del swap como instrumento
de cobertura, se calcula la cuenta total de la aseguradora en su
vencimiento bajo cada modelo y horizonte temporal.

Se analizan dos enfoques para la modelacién de la tasa de
interés: el estocastico (U (T')), mediante el proceso de Vasicek,
y el incierto ([7(T )), mediante el proceso de Liu. En cada caso,
se presentan los resultados con y sin la inclusién del swap,
para dos horizontes temporales: 7' = 5 afios (visualizado en la
figura 1) y T' = 15 afios (visualizado en 1 figura 2 afios).

En las tablas 1 y 2 se muestran las estadisticas descripti-
vas obtenidas a partir de 10,000 simulaciones para una suma
asegurada de 100, 000 unidades monetarias: media, desvia-
cioén estdndar, minimo y méaximo de la cuenta total en cada
configuracién.

A continuacién, se presentan los resultados de la simulacién
bajo el modelo de Vasicek y el modelo de Chen y Gao, com-
parando el valor final de la cuenta total U(T) v.s U(T') con
Swap y sin Swap, en 2 horizontes temporales distintos: 7" = 5
yT =15.

Parametros Iniciales:

= a=a=0.2 (Velocidad de reversion)

s 4 =0.04 (Nivel de reversion)

= 0 =0.02 (Volatilidad)

= 39 =19 = 0.03 (Tasa inicial)
i* = 0.04 (Tasa de base actuarial de primer orden 7*, cons-
tante)

= [+ =1 (Suposicién de supervivencia, por simplicidad)

= Nimero de simulaciones = 10,000

9 By ds
v | oL
Ly iy Px

Figura 1 Estableciendo un horizonte temporal de 7" = 5

Comparacién de U(T): Con Swap vs Sin Swap

= Con Swap
1 sin swap

400

Frecuencia

04
Valor de U(T)

Usando tasa estocastica.

Comparacion de U(T): Con Swap vs Sin Swap - Tasa Incierta

== Con Swap
£ Sin Swap

recuencia
8

H

200

06
Valor de U(T)

Usando tasa incierta.

Figura 2 Estableciendo un horizonte temporal de 7" = 15

Comparacién de U(T): Con Swap vs Sin Swap

== Con Swap
=3 Sin Swap

Frecuencia
2

8

200

6

8
Valor de U(T)

Usando tasa estocastica

Comparacién de U(T): Con Swap vs Sin Swap - Tasa Incierta

== Con swap
£ sin swap

3000

Frecuencia

2000

1000

Valor de U(T)

Usando tasa incierta
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B Tabla 1 Resultados de la cuenta con swap (suma asegu-
rada $100 000).
Con Swap

U(5) Media: 30235.18, Desviacién Est.: 2 863.98,
Minimo: 21473.73, Maximo: 42 125.28

U(5) Media: 30484.61, Desviacién Est.: 5631.45,
Minimo: 14 448.61, Maiximo: 59 092.27

U(15) | Media: 401025.70, Desviacién Est.: 97900.41,
Minimo: 161 653.09, Maximo: 992 647.01

U(15) | Media:557517.91, Desviacién Est.: 583 343.98,
Minimo: -4 084.00, Maiximo: 12 129 140.76

B Tabla 2 Resultados de la cuenta sin swap (suma asegura-
da $100 000).

Sin Swap

U(5) | Media: 30478.57, Desviacién Est.: 11 882.26,
Minimo: -6 839.99, Maéximo: 80363.30

U(5) | Media: 31515.68, Desviacién Est.: 20657.41,
Minimo: —24213.79, Maximo: 135016.88

U(15) | Media: 409603.79, Desviaci6n Est.: 147 298.76,
Minimo: 86299.27, Maiximo: 1394 686.67

U(15) Media: 634 055.22, Desviacion Est.: 844 179.85,
Minimo: —77 528.32, Maximo: 19480 083.43

Con una suma asegurada de 100, 000 unidades monetarias.
Se observa lo siguiente.

= La cuenta con swap presenta una dispersion considera-
blemente menor, lo cual indica una menor exposicion al
riesgo de tasas de interés extremas (muy bajas o muy altas).
Esto se traduce en:

* Mayor estabilidad en los resultados financieros de la

aseguradora.

Reduccién del riesgo de pérdida significativa en

escenarios desfavorables.

* Resultados mds predecibles, lo cual favorece la pla-
nificacién financiera y la solvencia. Sin embargo, al
limitar la sensibilidad a tasas de interés elevadas, la
compailfa renuncia a obtener beneficios extraordina-
rios en escenarios donde las tasas del mercado son
significativamente altas.

= La cuenta sin swap muestra un rango de resultados mas
amplio: logra valores mayores en escenarios de tasas altas,
pero también es mds vulnerable a tasas muy bajas. Muestra
una mayor variabilidad, reflejada en:

| Sénchez Herrera

* Valores extremos mds amplios, tanto en pérdidas
como en ganancias.

* Mayor volatilidad, lo que implica riesgo mas eleva-
do, especialmente en contextos de tasas muy bajas,
donde se observan saldos negativos de la cuenta.

= A medida que aumenta el horizonte temporal 7', las dife-
rencias entre ambos modelos se amplifican:

 La variabilidad sin cobertura crece rdpidamente.
 La cobertura mediante swaps se vuelve mas efectiva
en limitar el riesgo financiero en el largo plazo.

Comparacién entre Chen-Galo y Vasicek

—— Modelo Chen-Galo (Proceso de Liu)
—— Modelo Vasicek (Proceso Browniano)

Tasa de interés

00 25 50 75 100 125 150 175 200
Tiempo

Figura 3 Trayectoria de tasa estocdstica vs. tasa incierta

10. CONCLUSION

Este estudio ha demostrado que la incorporacién de un
instrumento derivado como el swap resulta eficaz para mitigar
la exposicion de la reserva de mercado de un seguro dotal
puro ante la incertidumbre en la tasa de interés. A partir de
la implementacién de un modelo bajo el enfoque estocdstico
(modelo de Vasicek) y su contraparte bajo el enfoque incierto
(modelo de Chen y Gao), se compararon cuantitativamente los
efectos de utilizar o no dicho instrumento de cobertura.

Los resultados obtenidos confirman que, en ambos marcos
tedricos, el uso del swap reduce significativamente la dispersion
de la cuenta total del asegurador. Este comportamiento fue es-
pecialmente evidente en horizontes largos, donde la volatilidad
acumulada de las tasas de interés genera mayor incertidumbre
sobre el valor terminal de la reserva. En este sentido, el swap ac-
tia como un estabilizador, proporcionando robustez financiera
al disefio de reservas técnicas.

Ademads, se observé que el marco incierto ofrece una al-
ternativa viable al probabilistico para modelar la aleatoriedad.
La medida incierta, al basarse en grados de creencia, permite
construir modelos més flexibles en entornos con ambigiiedad o
informacién limitada, lo cual representa una valiosa herramienta
para el actuario contemporaneo.

qy Hx dy
‘\Y\ A\
L iy P
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Propuestas de mejora

Este trabajo abre diversas lineas de investigacion que pueden
enriquecer y extender los resultados presentados:

= Calibracién con datos reales: La presente investigacion
se ha limitado a simulaciones hipotéticas para ilustrar el
funcionamiento de los modelos. Una extensién natural
serfa calibrar tanto el modelo estocdstico como el incierto
con datos de mercado reales, lo cual permitirfa validar
empiricamente la efectividad del swap como cobertura.

= Modelos multifactoriales: Se podria considerar el uso
de modelos multifactoriales para la tasa de interés, al
igual que involucrar modelos de saltos y de volatilidad
estocdstica.

= Exploracién de medidas alternativas: La medida in-
cierta representa solo una de las posibles alternativas a
la probabilidad. Futuras investigaciones podrian explo-
rar el uso de medidas borrosas o de posibilidad, lo que
abrirfa nuevas vias para modelar la aleatoriedad desde
perspectivas no cldsicas.

» Teoria de finanzas cudnticas: Finalmente, se sugiere
considerar la integracién de marcos de finanzas cudnticas
para modelar la tasa de interés.

En conjunto, los hallazgos de este trabajo no sélo sustentan la
validez del uso del swap como mecanismo de cobertura robusto
en modelos actuariales, sino que también invitan a repensar
la modelizacién del riesgo desde marcos matematicos mas
amplios que los tradicionalmente empleados.
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Guia del tatuador para usar simbolos
matematicos
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RESUMEN Este articulo presenta una guia para tatuadores y entusiastas que desean plasmar simbolos
matematicos correctamente y con significado. Destaca la identidad de Euler, considerada la ecuacién mas
bella por reunir cinco nimeros fundamentales. También describe la sucesién de Fibonacci y su relacién con la
proporcién aurea, presente en la naturaleza. El conjunto de Mandelbrot, con su estructura fractal infinita y
compleja, es otra fuente visual potente, asi como los patrones caéticos como el efecto mariposa.

Incluimos ideas sobre matrices y transformaciones lineales, mostrando su potencial artistico y simbdlico. Por
ultimo, menciona ecuaciones significativas para economia y fisica, como la de Black-Scholes y el teorema
generalizado de Stokes, que condensan conceptos profundos en férmulas concisas. Recomendamos consultar a
un matematico antes de tatuarse, pues aunque existe una conexién entre arte y matematicas, los tatuajes no

sblo deben ser estéticos, sino también correctos y significativos.

Palabras clave
Belleza matematica, Fractales, Razén Aaurea,
Ecuacién de Black y Scholes.

Derechos reservados © 2025 por el Colegio Nacional de Actuarios
Ultima actualizacién del manuscrito: 4 de julio de 2025

Articulo invitado por José Daniel Lépez Barrientos. La visién y
comentarios contenidos en este documento corresponden exclusivamente
a su autor y, por tanto, son ajenos a cualquier entidad publica o privada,
incluyendo aquella para la que actualmente colabora. EI CONAC no
recomienda ni respalda el uso de la informacién proporcionada en este
estudio. EI CONAC no ofrece ninguna garantia, expresa o implicita, ni
representacién de ningln tipo y no asume ninguna responsabilidad en
relacién con el uso o mal uso de este trabajo.
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1. INTRODUCCION

La realidad: los simbolos mateméticos se ven increibles en
nuestro cuerpo como tatuajes.

La unica razén por la que no los usamos mds seguido
es porque jqué pena tatuarnos algo que no sea correcto! Es
como cuando el tatuaje en Chino resulta en palabras que no
nos tatuarfamos en nuestro idioma. De esos casos, ejemplos
abundan.

En agosto me hice una cita para hacerme un retoque en mi
tatuaje, y platicando con mi tatuador, le mencioné un poco sobre
lo que hago y vi cémo se le iluminaron los ojos de inspiracion.
Guard6 esto como nota de lo que hard: Nimeros binarios -
representaciones matemdticas.

De inmediato pensé dos cosas:

1. Qué bien que entendid lo que quiero para mi tatuaje.

2. Pero... ;él qué entiende por “representaciones matemati-
cas”?

Y como una gran parte de las personas en el mundo sienten
fidfiaras cuando les hablas de matematicas, me temo que simple-
mente ird a Pinterest y me arriesgo a acabar con el equivalente
matematico a tatuarme “caldo de pollo” en chino por todo mi
pecho.

Esta es una gufa para ayudar a los tatuadores no-matematicos
a hacer tatuajes inspirados en las matemadticas y para personas
que desean hacerse un tatuaje matematico y no quieren terminar
haciendo el ridiculo en las pool party de los congresos de
matematicas.

Las matemadticas son extremadamente bellas por si mismas.
Comentan Zeki er al. (2014) que apreciar la belleza matemadtica
activa las mismas regiones en el cerebro que apreciar un gran
arte o una pieza musical. Estoy seguro de que son muchas mds
personas las que desean plasmar esa belleza en el cuerpo en la
forma de un tatuaje.

En las siguientes secciones presentaré algunas de las re-
presentaciones que a mi parecer se prestan de manera natural
para una representacion en forma de tatuaje, ya sea porque
son simbolos que por si mismos se ven atractivos y estéticos o
porque lo que representan es muy profundo. Lo mds comtin es
que se cumplan esas dos caracteristicas.

2. LA ECUACION MAS BELLA DEL MUNDO

Hay dos razones para tatuarse algo matemadtico: por el
significado y el efecto visual.

Hay expresiones que cargan mucho significado, pero que no
se ven en esencia complejas. Por ejemplo:

LCorreo electrénico: mario. agmQ@ujed.mx
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e +1=0 (1)

Es considerada una de las ecuaciones mds bellas que existen.

Se llama laidentidad de Euler, en honor a uno de los matematicos
mds brillantes que han existido en este planeta. Se considera
bella porque unifica cinco simbolos matematicos fundamentales
en una sola ecuacién Geiger (2013).

= Los nimeros 1 y O son la base de todos los nimeros.

Son la base del sistema binario y son la identidad de la
multiplicacién y la suma, respectivamente.

= El nimero 7. Tal vez lo conoces porque te obligaron a
aprender que es 3.141592... se trata de la relacién entre la
circunferencia de un circulo y su didmetro. En palabras
sencillas, si tomas el didmetro de una rueda con un hilo, ese
hilo tendrd que pasar poco més de 3 veces para rodear esa
misma rueda, sin importar su tamafio. Es una proporcién
muy bella e interesante. También es interesante por ser de
esos nimeros que se conocen como irracionales y tiene
otras propiedades muy interesantes.

= El nimero e, también conocido como el nimero Euler (si
estds en matemdticas mds de dos minutos, vas a escuchar
ese nombre muy seguido), es la base de los logaritmos
naturales. Formalmente, e es el limite expresado como
limy— 00 (1 + %)n, que es la expresion que surge al
calcular el interés compuesto. Una de las propiedades mas
interesantes de e y la que lo define es que es su propia
derivada. Es decir, %et = ¢’ nos dice que entre mas
grande sea el mayor serd su tasa de crecimiento. Es ah{
cuando se le llama a algo crecimiento exponencial.

= El niimero ¢, conocido como el nimero imaginario y a
los niimeros que incluyen ¢ se les conoce como nimeros
complejosz. Normalmente no deberiamos ser capaces
de sacar la raiz cuadrada a un ndmero negativo. Pero
los matemdticos son muy creativos y simplemente le
agregaron una dimension al plano de tal modo que ya no
tenemos una linea de niimeros, sino un plano cartesiano
con arriba, abajo, izquierda y derecha. Cuando hacemos
esto, ya no estamos en el plano real, sino en el plano
complejo. Veremos un poco mds de esto en la seccién de
representaciones geométricas.

De todos estos simbolos se han escrito libros enteros. No
exagero.

La belleza de la ecuacién (1) estd en que, en el momento en
el que agregamos ¢ en esta relacion, estamos creando un campo
vectorial que hace rotar la velocidad en 90 grados para cada

3 ~ . .
El nombre es un poco engafioso. Ya sea que digamos que en realidad, todos los
ndmeros son imaginarios o que realmente son niimeros que si existen y que
tienen muchisimas aplicaciones en el mundo fisico.
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posicidén en la que nos coloquemos en el plano. Como vimos,
d t

e = e, es decir, la tasa de crecimiento de e! es la misma
que su magnitud. Entonces,
d it — it
dt
La figura | ilustra este concepto considerando que e =1.

Y

Figura 1 Para cada posicién de e*!, su derivada incluye una
rotacién de 90°.

Hay solamente una trayectoria comenzando en la posicién
(1,0) en la que la velocidad siempre coincide con el vector a
una rotacién de 90° un circulo de radio 1 que va a una velocidad
de una unidad por segundo (ve el libro de Nahin (2006)). ;Cudl
es la distancia que has recorrido en el circulo después de 7
segundos?

1:674'71'

Figura 2 Para cada posicién de e*!, su derivada incluye una
rotacion de 90°.

La figura 2 muestra como después de una rotacién por la
mitad del circulo, hemos recorrido 7 y caemos en la posicién
(—1,0) de nuestro plano cartesiano. Es decir, "™ = —1.

Pasar ese —1 del lado izquierdo de la ecuacién es mds un
tema de estética, para asegurarnos de que los nimeros 0 y 1
aparezcan.

Esta identidad resulta fascinante y establece el estdndar de
belleza para todo en las matemadticas. ;Y la ecuacion (1), junto
con su representacion geométrica (como en las figuras | y 2),
serfan un hermoso tatuaje!

qyx I ds
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3. LA SUCESION DE FIBONACCI

Probablemente hayas escuchado hablar de la proporcion
durea y la sucesién de Fibonacci.

Construyamos una sucesion de nimeros donde el siguiente
nimero sea la suma de los dos anteriores:

1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Esta sucesion aparecié por primera vez en los afios 200 a.c.,
en el trabajo del matemadtico indio Pingala sobre enumerar
patrones de poesia en Sanscrito (ve el libro de Singh (1985)
para obtener mds detalles). El nombre viene del matemdtico
italiano Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci (ve el libro
de Sigler (2002) para obtener mds detalles). Apila cuadros con
las dreas de esta sucesion, y obtendras una bella espiral que tal

VE€Z reconozcas:
KF)

Figura 3 La espiral de Fibonacci.

El patrén de la espiral en la figura 3 es uno que podemos
encontrar en multiples instancias en la naturaleza. La razén
de esta aparicion recurrente en todas partes es que es una de
las formas de auto-organizacién mds simples que existen. Para
un girasol es éptimo ajustar tantas semillas como pueda en el
espacio que tiene disponible y una de las reglas mds simples
que logran ajustar muchas semillas en un espacio compacto es
con una proporcién de Fibonacci (lee el articulo de Takaki ez al.
(2003)). Pero aqui también surge un nimero especial, como los
que vimos en la seccién anterior.

Divide cualquier nimero de la sucesion de Fibonacci entre el
ndmero anterior y tendrds un niimero cercano a ¢ = 1.618033.
Este niimero se lee como f7, también es irracional : y es conocido
como la proporcién durea. Esta proporcion se conoce desde hace
mucho tiempo. La razén por la que se suele considerar estético
es porque el ojo humano es capaz de interpretar las imagenes
que vienen en esta proporcién mas rapido que cualquier otra
(echa un ojo al articulo de Bejan y Lorente (2010)).

El nimero ¢ se define como
1+5

2

¢ = = 1.618033988749.. ..

4 No se puede expresar como la division de dos nimeros enteros.
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Como fuente de inspiraciéon de un tatuaje, la espiral es la
seleccién mds popular. Como alternativas, se pueden incorporar
elementos de la naturaleza donde se encuentra esta sucesion.
Por ejemplo:

= Malrgaritas5 .

= Pifias.

= Conchas.

= Formaciones de fendmenos naturales como tormentas o
ciclones.

4. EL CONJUNTO DE MANDELBROT

Hay una representacién mds que me parece indispensable
que un buen tatuador que planea poner su tinta en un matematico
debe de conocer: el conjunto de Mandelbrot. El conjunto de
Mandelbrot es el fractal mds famoso en las matematicas. Un
fractal es un patrén que se repite de manera infinita en diferentes
escalas. Eso quiere decir que si haces zoom a un elemento del
conjunto, verds como ese mismo conjunto se repite.

En la descripcion de la identidad de Euler vimos que los
ndmeros imaginarios expanden el plano de los niimeros a un
plano complejo. En un plano complejo de dos dimensiones,
podemos dibujar el conjunto de nimeros que cumplan con
ciertas condiciones. Estas condiciones resultan en diferentes
imdgenes que podemos plasmar en un tatuaje.

Nos interesa el conjunto de valores de c en el plano complejo
en el que la orbita del punto critico z = 0 bajo la iteracién del
mapeo

2 22 +c, 2)
permanezca acotada.

Los nimeros complejos que permanecen acotados mientras
la funcién itera sobre ellos se comporta de manera cadtica’ en
las orillas del conjunto. Eso hace que se generen formaciones
parecidas a un caballito de mar que se repite cuando hacemos
zoom en ellas.

En otras palabras, es nuevamente una sucesién como la que
vimos de Fibonacci, pero en esta ocasion las reglas son un
poco mds complejasT. Por ejemplo, para ¢ = 1, la sucesién que
describe la ecuacién (2) seria 0, 1, 2, 5, 26. Como esta sucesion
tiende al infinito, 1 no es un elemento del conjunto de Mandel-
brot. Por otro lado, ¢ = —1, la sucesiénes 0, —1,0, —1,0, - - -,
que si es acotado y, por lo tanto, —1 si pertenece al conjunto.

La figura 2 es la visualizacién del conjunto de Mandelbrot.

La figura 2 parece una mancha de prueba de Rorschach,
pero si hacemos zoom en las orillas llegaremos a la zona de
caballito de mar y encontraremos un comportamiento fractal
que se presta para trabajos de tatuaje que parace en la figura 5.

3 Las flores.
® En el sentido matematico de la palabra.
7 Valga el juego de palabras.

| Garcia Meza

Figura 4 ;Una mancha de Rorschach?

Ray ‘

Figura 5 El conjunto de Mandelbrot muestra cémo una
ecuacion sencilla puede producir patrones cadticos muy com-
plejos.

Aqui es importante que un tatuador profesional ponga mucho
cuidado, porque podria caer en la tentacién de copiar inicamente
el comportamiento cadtico sin prestar mucha atencién a lo
fractal. Lo que hace especial a este tipo de imdgenes es que
tiene ambos comportamientos al mismo tiempo.

4.1. Espera, ;Dijiste “caos”?

En matematicas, el caos se manifiesta cuando un sistema
se comporta de manera impredecible, a pesar de que proviene
de sistemas deterministas que son altamente sensibles a las
condiciones iniciales.

El famoso efecto mariposa. Hay ciertas funciones que tienen
este tipo de caracteristicas y que nos ayudan a modelar cosas
como el clima. Pueden generar grificos de bastante atractivo
estético, como el que muestra la figura 6.
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4 6 8 10 12

Figura 6 Una visualizacién del mapa de Chirikov (mapa
estandar), un ejemplo cldsico de un sistema cadtico en la
dindmica Hamiltoniana.

5. MATRICES Y TRANSFORMACIONES EN EL
ESPACIO LINEAL

El dlgebra matricial es probablemente uno de los elementos

de las matematicas mas subvalorados como elementos estéticos.

A mi parecer, las matrices por si mismas son elementos que
se ven muy bien en un tatuaje, pero si nos aventuramos un poco
en ellas, nos podemos dar cuenta que detras del dlgebra lineal
hay un mundo visual muy complejo que requiere de mucha
imaginacién. Considera por ejemplo el vector (3, 1) en la figura
7.

Figura 7 El vector (3,1).

Ya de por si es fascinante que los matemadticos pueden hacer
esto con unicamente dos nimeros, pero es que ademads las

matrices funcionan como transformaciones en un espacio lineal.

Lo que eso quiere decir es que las matrices se pueden usar
qy P d
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como indicaciones para hacer que un vector se modifique y se
traslade de un lugar a otro. La forma en que hacen eso es que
la matriz transforma por completo el espacio lineal: lo puede
expander, contraer y mover en todas las direcciones.

Por ejemplo, la matriz

12
3
-1 0

Hace una transformacion al espacio lineal donde vive el
vector (3, 1). La operacion serfa algo as:

1 2 3 2 5
3 +1 = + =
-1 0 -3 0 -3

En otras palabras, una matriz cambi¢ la posicién del vector
de (3,1) a (5,—3). En realidad la matriz (3) actia como
una funcién que puede transformar cualquier vector en un
espacio de dos dimensiones. La figura 8 nos muestra cémo
se ve la transformacién que acabamos de hacer al vector, con
un giro y una extension en el espacio vectorial. Esta es la
misma transformacién que harfa a cualquier vector en el mismo
espacio.

Figura 8 El vector (3,1).

Las transformaciones lineales son muy ttiles porque son
la base de, por ejemplo, los modelos de inteligencia artificial
generativa o los graficos tridimensionales que vemos en las
peliculas y los videojuegos.

Un gran tatuaje de dlgebra lineal podria mostrar los nimeros
alineados en una cuadricula, como en la ecuacién (4), pero para
darle un gran toque, se pueden incluir las transformaciones
correspondientes. No tienen que ser transformaciones especifi-
cas y no tienen que tener un significado particular, y para no
complicarte la existencia, no es necesario que uses nimeros
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especificos en la matriz. Puedes hacer una matriz como la de la
ecuacion (4) y asignar una imagen con su transformacion lineal
en conjunto. Sin embargo, si estds usando nimeros especificos
en una matriz, si seria bueno que la representacion grafica
coincida.

all a2 N aln
a1 ag2 e Q2n

A= (C))
aAml am2 ... (amn

6. LAS TRES ECUACIONES MAS AESTHETIC
DE LAS MATEMATICAS

Como economista, hay ecuaciones que me harfa en un
tatuaje, tanto por su significado como por cémo se ven. Por
ejemplo, en lo personal un modelo de crecimiento econémico
neocldsico dice una historia muy interesante sobre la naturaleza
de la economia y del comportamiento humano en una sola linea
que incluye simbolos que se verian muy bien en un tatuaje (echa
un ojo a los articulos de Ramsey (1928); Koopmans (1965)):

o0 -0
U(0) :/ e~ Pt (C_l> Lydt 5)
) -0

La expresion (5) es una ecuacion diferencial. Las ecuaciones
diferenciales nos hablan de movimiento. Describen el compor-
tamiento de algo en funcién de su entorno y son muy précticas
en fisica. Los economistas nos acostumbramos a usar ecuacio-
nes diferenciales también para describir el comportamiento de
la economia, en ocasiones con resultados sorprendentemente
cercanos a la realidad. Siempre tenemos que estar verificando
lo que para en la realidad usando técnicas de estadistica y
econometria.

6.1. Econometria y Minimos cuadrados

Dentro de la econometria, la ecuacién que me parece mas
significativa, es la que representa la resolucién de la regresion
lineal por minimos cuadrados.

(X'X)3 =Xy (6)

La ecuacion (6) no se ve tan intimidante como otras, pero tiene
un gran significado. Es el estimador que minimiza los errores
de la linea de regresién con respecto a las observaciones al
cuadrado. Estd escrito en el lenguaje del algebra lineal, lo que
hace la ecuacién mds compacta, pero es un estimador que aplica
sin importar el nimero de regresores en la ecuacion.

| Garcia Meza

6.2. La ecuacion de Black y Scholes

Hay una ecuacidén en derivadas parciales que no puede
faltar, y es la base de todas las finanzas. En el afio 1900, un
matemadtico francés escribi6 su tesis de doctorado con una
descripcion matemaética del movimiento de las acciones en la
bolsa de valores (mira la tesis de Bachelier (1900)). Su trabajo
acabd siendo una descripcién del movimiento Browniano que
mds tarde serviria para encontrar la forma de valuar el contrato
de una opcién en la bolsa de valores (mira los articulos de
Merton (1973); Black y Scholes (1973)). La ecuacién se llama
Black-Scholes-Merton, en honor a los autores de los articulos
donde se describe la férmula.

Es increible cdmo a pesar del comportamiento aleatorio
de las acciones en la bolsa, es posible encontrar principios
fundamentales de su comportamiento y plasmarlos en unas
pocas lineas con un gran significado.

OV 1 9 50%V 1%

— + =0°S S— —rV =0. 7
ot T27 % oz T T @

Si tuviera que tatuar la ecuacion (7), lo harfa acompaiiado de
una simulacién del movimiento Browniano, como la mostrada

en la figura 9.

6.3. El teorema generalizado de Stokes

(Qué tienen en comun las matemadticas y la poesia?

Ambos tienen la capacidad de traer mucho significado
usando muy pocas “palabras”. Considera la siguiente expresion
de la geometria diferencial:

/w:/dw
o0 Q

Es una representacion del teorema generalizado de Stokes, que
en espailol dicta:

Teorema 6.1. La integral de la forma diferencial de w sobre la

frontera de un espacio Q) es igual a la integral de su derivada

exterior Ow sobre la totalidad de ese espacio.

Y aqui viene el detalle impactante: con solo seis simbolos
estamos unificando cuatro teoremas principales del cdlculo
multivariable. Basta con elegir diferentes tipos de espacios y
de formas diferenciales y este teorema se transforma en

» Teorema fundamental del cédlculo. Segtin Hardy (1908),
la integral de la derivada de una funcién en un intervalo
es la diferencia de la funcién evaluada en los extremos de
ese intervalo.

» Teorema de Green. De acuerdo con Green (1828), la
circulacién de un campo vectorial a lo largo de una curva
cerrada en el plano es igual a la integral de su rotor sobre
la regién que esta curva encierra.
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Figura 9 El movimiento Browniano es ideal para describir el movimiento de los precios de las acciones en la bolsa de valores.

» Teorema cldsico de Stokes. Basta con leer a Maxwell
(1873) para ver que la circulacién de un campo vectorial
a lo largo de una curva cerrada en el espacio es igual al
flujo de su rotor a través de la superficie delimitada por
dicha curva.

= Teorema de Gauss de la divergencia. Checa lo que dice
Ostrogradsky (1831): “El flujo de un campo vectorial que
sale de una superficie cerrada es igual a la integral de
su divergencia en el volumen contenido dentro de esa
superficie”.

(A poco no es fascinante cémo podemos generalizar tanto
conocimiento en una ecuacion tan aparentemente inofensiva?
jDefinitivamente consideraria tatuarmelo en el brazo izquierdo!

7. CONSULTA A TU MATEMATICO DE CON-
FIANZA

Hay una conexién innegable entre las matemdticas y el
arte. Leonardo Da Vinci es conocido por obras como la Mona
Lisa, pero una de sus mds grandes aportaciones a este mundo
fueron sus técnicas. Muchas de las cuales provienen de las
matematicas. La forma en que se aseguraba de dar una sensacion
de profundidad a sus pinturas y el cuidado en los detalles de
sus cdlculos son sélo una muestra.

Simplemente no se puede hacer nada de lo que llamamos arte
en la actualidad si no es bajo la intervencion de las matemadticas.
La mdquina que un tatuador usa para inyectar la tinta bajo la piel
para que los macréfagos retengan la tinta en su lugar (mira lo que
escribié Strandt er al. (2020)), naturalmente hace sus cédlculos
usando matematicas. El software que usamos diariamente para

qyx I ds
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disefiar nuestro arte funciona gracias a calculos matematicos.

Por lo tanto, un tatuaje matemadtico tiene mucho sentido y le da
mds capas de profundidad a la belleza que ya es inherente a la
disciplina.

El tnico consejo en este caso es que, si deseas hacerte un
tatuaje matematico, le preguntes a tu matemdtico de confianza
para estar seguros de que la representacion es correcta. jDe ahi
queda s6lo poner manos a la obra y disfrutar y lucir tu tatuaje
matemadtico!
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1. INTRODUCTION/WARNING

The purpose of this paper is to present an exercise on the
model of collective risks as introduced in Chapter 17 from
the book by Promislow (2015) (see also Chapter 12 in the
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book by Bowers et al. (1997)). Concretely, we assume the
usual hypotheses on the model and aim for the Poisson-
compound-Gamma random variable of aggregate claims,
as referred to in the books by Klugman ef al. (2019) and
Stoltzfus and Dalton (2010).

This document is addressed to an actuarial audience
that enjoys superhero films and comic books. Therefore,
we strongly recommend the reader to watch Man of Steel,
by Roven et al. (2013); The Avengers, by Feige (2012); and
Captain America: Civil War, by Feige (2016) before read-
ing this paper. Moreover, we caution the reader that we
will extensively utilize the resolutions of the movies men-
tioned above. For this reason, consider this paragraph a
spoiler alert.

The remainder of the paper is divided as follows. The
next section presents a hypothetical argument between
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two superheroes about the monetary costs of their ac-
tions. Then, in section 3, we discuss the typical rationale
given for the disagreements that cause the superheroes
to clash with one another, and we also devise an (expen-
sive) alternative for their conflict. Section 4 provides yet
another (actuarial) possibility, along with its numeric im-
plementation. Finally, section 5 gives our conclusions
and poses a question regarding a typical extension of the
material presented here. Appendices A and B give de-
tails on the Gamma and Negative Binomial distributions,
respectively. If the reader intends to see the assumptions
of the model of collective risks, its implementation on a
spreadsheet program, and the computation of its expec-
tation and distribution function, we would recommend
they go straight to sections 4 and 5.

2. A MULTIVERSAL DEBATE

“Time. Space. Reality. It is more than a linear path. It’s
a prism of endless possibility. Where a single choice
can branch out into infinite realities, creating alternate
worlds from the ones you know. Each is a reflection of
what could have been. Some heroes will rise, others will
fall. And nothing will be the same. I am the Watcher. I am
your guide through these vast new realities. Follow me
and dare to face the unknown, and ponder the question...
What if?”. Uatu, the Watcher in the What if? series by
Bradley (2021). See figure 1.

Figure 1 The Watcher, as depicted by (Byrne 2005, p.46).

What if there was a crossover universe such that, in
the aftermath of the events shown in Man of Steel and The
Avengers, Superman asked Tony Stark if it was necessary
to have six Avengers fighting the Chitauri army in the

| Loépez-Barrientos.

third act of the movie? (After all, Kal-El defeated several
Kryptonians single-handedly in his film.) Tony, being an
expert debater, would then argue that they needed only
two Avengers, while the remaining four would limit the
destruction of the city to a few blocks’. See figure 2.

1Ll l |
PRESENTS...

309 LNVI9 30

I cant believe
it took six of
you to step an
dlien invasion!

AWV WyaLu3dns

Figure 2 Steel meets Iron in an interesting debate. Mod-
ified version of the fanart by Pearsall (2015).

After saying this, Mr. Stark would inquire the Last Son
of Krypton about the devastation he caused to the city of
Metropolis in Man of Steel. Indeed, according to Zakarin
(2013), about 129,000 people lost their lives, 250,000 peo-
ple went missing, and a million people got injured during
Superman’s heroic deeds. In the aforementioned article,
the author explicitly compares the impact on Metropolis
to that of Fat Man on Nagasaki, Japan during the bombing

2 A careful analysis of the sequence under scrutiny yields that there were
always two Avengers fighting the alien army on top of the skyscrapers,
but they alternated this task with those of containing the wrecking of
the city and saving human lives.

qy I dy
IV\ A\
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of August 9, 1945. Monetarily, Clark Kent’s superheroic
actions exceed USD750 billion only in physical damage”’,
and the overall cost of the catastrophe endured by the
city of Metropolis exceeds two trillion USD.

3. SOKOVIA ACCORDS I

According to Rosza ef al. (2016), Captain America: Civil
War explores the internal conflict that arises among the
Avengers when the United Nations proposes a system of
accountability to address the potential collateral damage
caused by their actions. This initiative leads to the signing
of the so-called Sokovia Accords by the world’s govern-
ments. The resulting status quo creates a deep rift within
the team: Captain America argues that superheroes must
remain free to act without governmental control, while
Iron Man firmly supports regulation and oversight. In
the comic book version by Millar ef al. (2007), the sto-
ryline centers on the U.S. government’s enactment of a
Superhero Registration Act, which requires super-powered
individuals to operate under official regulation, much
like members of law enforcement. See figure 3.

Figure 3 The disagreement among the heroes due to a
political action leads to a confrontation. Source material
original from the works of Feige (2016) (above), and
Millar et al. (2007) (below).

In both its representations (film and comic book), Mar-
vel’s Civil War is, by no means, the only example of an
event where an institutional prohibition spawns a con-
flict between paladins of justice. The works by Moore
et al. (1986); Miller et al. (1986); Walker (2004); Gordon

3 Other comparisons offered by Zakarin (2013) are the estimated costs of
the physical damages caused by The Avengers to Manhattan, and by the
events of 9/11 to the United States of America. That is, USD160 billion,
and USD55 billion, respectively.

“© B4
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et al. (2009) and Roven and Snyder (2016) are other well-
known cases of the same situation. See figures 4-5.

Figure 4 The Watchmen series is so influential, it con-
tinues to affect pop culture even nowadays. These im-
ages are original from the works by Moore ef al. (1986)
(above) and Gordon ef al. (2009) (below).

y /
% BATMAN

THEDEFK KNGHTHETURNS

Figure 5 The film Batman v Superman: Dawn of Justice
is heavily inspired (among others) by the comic book
series Batman: The Dark Knight Returns. These images
are original from the works by Miller ¢f al. (1986) (left)
and Roven and Snyder (2016) (right).
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Say the governments of the world agree to have the
superheroes registered using what we could dub as the
Sokovia accords II. In view of the previous discussion, we
could expect to have a face-off between factions of heroes.

An (expensive) alternative

The governments of the world would, of course, look
to prevent losing human lives. But they would also try
to save money! A possibility to avoid the confrontation
among our champions could arise from the following
crossover conversation between Batman (BM) and Iron
Man (IM). (See figure 6.)

BM- Hey, Tony! Would you be willing to cover the ex-
penses for the first USD350 billion per event?

IM- Sure, Bruce! But only if you agree to pay for the
casualties from USD350 billion to one trillion dollars.
What do you say?

BM- Sounds good. Do you think the governments of the
world would agree to cover the costs in excess of one
trillion?

we had no
money?

=
=
s
=3
g
F—-
=
H

7 Billionaire
A\ high five! _,

Figure 6 Batman and Iron Man talking about things.
Image obtained from 9gag.com.

The answer to the final question displayed in the last
paragraph depends, of course, on the probability that the
governments of the world end up putting money of their
own. However, a drawback of the proposed solution is
that it would turn the (exciting) battles displayed in fig-
ures 2, 3 and 5 into the (not-so-exciting) battle displayed
in figure 7.

| Lépez-Barrientos.

Figure 7 Not even the wealthiest noblest heroes should
go against their own wealth. Image obtained from hu-
morgeeky.com

Imagine that an actuary overhears the talk between
BM and IM. You will surely agree that our heroes could
turn to an insurance company to take on their respective
risks. The following section delves into the details of
the computation of the expected costs for all three of our
protagonists*: Tony Stark, Bruce Wayne, and the govern-
ments of the world, and their respective probabilities of
ending up paying more than those numbers.

4. THE WRIGHT ALTERNATIVE

Let N be a random variable with support on the set
{0,1,..}. We will use N to describe how many casual-
ties are linked to the superheroic actions of our clients,
and call it a frequency random variable. On the other hand,
define X; as the non-negative random variable that mea-

4 A more appropriate term would be agents, and in the case that they
signed insurance contracts, they would become policyholders.

qx By dy
" "
L iy Px
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sures how much the i-th claim costs, fori = 1,2, ... More-
over, we assume the following hypotheses (see Chapter
17 in the book by Promislow (2015), and Chapter 12 in
the book by Bowers ef al. (1997)).

H1. The sequence of severity random variables (X; : i =
1,2,...) is independent of the frequency random vari-
able N

H2. The random variables follow a common distribu-
tion law, say Fx. We say that X is a severity random
variable.

H3. The random variables X; and X; are pairwise inde-
pendent fori,j =1,2,..and i # j.

Define now the random variable of aggregate claims S as

~Jo if N=0, O
X -+ Xy ifN>0.

The theorem of total probability
In the context of our assumptions, it is not hard to prove
that

ES =EX-EN. )

Indeed, using the theorem of nested expectation (see, for
instance, formula (2.2.10) in the book by Bowers ¢f al.
(1997)), we see that:

ES = E[E(S|N)]
00 N
= 0-P(N=0)+ ) E|) X(N=n|P(N=n)
n=1 k=1
= 0+ ) E P(N =n)
n=0 k=0
[ee] n
= Y | Y EXi|P(N=n)
n=0 [k=0
[ee] n
= )Y |YEX|P(N=n)
n=0 k=0
= Y nEXP(N =n)
n=0
EX - EN.

= ]EXinIP(N:n):

The second equality is just an application of (1) and the
theorem of total probability; the third equality above
holds because of the independence between N and the
sequence of severity random variables (X; : i = 1,2,...)
referred to in H1. The fifth equality is true because the
severity random variables follow the common distribu-
tion of the random variable X (recall assumption H2).
qyx I ds
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As for the variance of the random variable of aggre-
gate claims, note that

varS = ES? — (ES)2. (3)

Now, an application of the theorem of total probability
and (1) yield

ES? = i]E[SZW:n]]P(N:n)
n=0
- 0~]P(N:0)+i]E[SZ\N:n]IP(N:n).
Now, since

E [SZ\N = n] = var(S|N = n) + [E(S|N = n)]?,

we can write

agh

ES? = (var SIN = n) + [E(S|N = n)] >IP(N:

( Zxk (knzl Xk> 2) P(N

k=1
nvarX + (nEX) ) IP(N =n)

3
Il
—

[
ngk

3
Il
—_

I
ngh

3
Il
—

I
Ms

3
Il
—_

(o]
= varX 2 nP(N = n) + (EX)? }_ n’EN
n=1 n=1
varX - EN + (EX)?EN?.

The second equality above follows from H1; the third,
from H3; and the fourth, from H2. Substituting (2) and
(4) into (3) gives us

varS = varX-EN + (EX)?-EN? — (EX-EN)?
— varX-EN + (EX)? (EN? - (EN)?)
= varX-EN + (EX)?varN. (5)

We can use the theorem of total probability again to find
the cumulative distribution function of the random vari-
able of aggregate claims:

P(S<s) = i P(S <s|N =n)P(N =n)
n=0
= i]l’ kags P(N=mn) (6
n=0 k=0
= Y F'(s)P(N =n), )
n=0

)
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where, if n > 0, we let F{"(-) denote the cumulative
distribution function of the n-th convolution of the in-
dependent and identically random variables X; + X5 +
-+ 4 Xy; otherwise, F3*(-) = 0. As was the case with (2),
(6) holds by H1. On the other hand, (7) is true because of
H2 and H3.

A very popular choice for modeling the random vari-
able of aggregate claims under assumptions H1-H3 is the
model introduced by Wright (1990), where the frequency
random variable follows a Poisson distribution, and the
severity is a Gamma-like random variable’. (For more on
the Gamma distribution, see Appendix A and appendix
A.3in the book by Klugman ef al. (2019).)

Spreadcheating

For illustrative pruposes, but in line with the figures
given by Zakarin (2013), let us assume that the Poisson
parameter for the frequency distribution of the group of
heroes is A = 7, while the shape and scale parameters for
their severity distribution are « = 18 and 6 = 6. Since
EN = A = varN, and by (2) and (16), this results in an
expected loss of

[ES =18 x 6 x 7 = 756. (8)
Turning to (5) and (17), also see that
varS = (18 x 62) -7+ (18 x 6)? -7 = 86,184.  (9)

We will use the conversation between IM and BM to split
the expected loss displayed in (8) into the three agents
mentioned before: Iron Man, Batman, and the govern-
ment of the world. To do this, we open our favorite
spreadsheet program and use the first two rows from the
worksheet to record the frequency mass function. See
figures 8-10.

The Poisson random variable has an infinite support.
One way to work with such a class of distributions is to
truncate the support whenever the cumulative distribu-
tion function approaches the unit within a certain toler-
ance level. Figure 9 illustrates this idea to the tolerance
level customized in our spreadsheet package.

We now use the first column to keep track of the values
in the support of the random variable of aggregate claims.
Each unit represents one billion dollars”. To know where

5 According to Stoltzfus and Dalton (2010), in a Gamma-like model, the
standard deviation is proportional to the mean. See page II-67 in their
book.

® Note that this stepsize is gargantuan. It is not common at all to use
numbers of this sort as stepsizes. However, we do it here to dramatize
the illustration. In a real-life application, it is more common to use
smaller stepsizes. However, the main point here is the fact that the sums
(resp. integrals) of the mass (resp. cumulative distribution) functions
add-up to one.

| Loépez-Barrientos.

A B C D E
1 n 0 1 2 3
2 |IP(N=n) =+POISSON.DIST(B1,7,1
4
5
6
7
8

Figure 8 Actually, the prompt POISSON.DIST(B1,7,1)
does not yield the Poisson mass function at B1 = 0
with mean A = 7, but the cumulative distribution
function at B1 = 0 with mean A = 7. The mass function
at Bl = 0withmean A = 7 is given by the syntax
POISSON.DIST(B1,7,0). We will revise this situation
later.

A B C D E
n 0 1 2 3
IP(N=n) o.oooenssi .

)OO N O LT A W=

Figure 9 Drag the formula from cell B2 until you get a
result of 1. Depending on the customized precision of
your spreadsheet program, this will happen at x = 21
orx = 27.

A B © D E F G H
1n | 0 1 2 3 4 5
2 ‘IP(N:n) =+POISSON.DIST(B1,7,0) 0.02963616 0.08176542 0.17299161 0.30070828 0.44971

3 CETTTTTTTT—

Figure 10 Change the final argument in the
prompt from figure 8 so that the formula
POISSON.DIST(B1,7,0) is displayed in all the cells
from the second row.

qy Hx dy
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to truncate the (infinite) support of the random variable
of aggregate claims, we turn to Chebyshiov’s inequality
(see Chapter I1.4.4 in the book by Mood et al. (1974)):

1
P (\s —ES| < k\/var5> < o fork>0.
Then we know the truncation point s* must be at least
equal to

ES +kvvarS = 756+ kv/36, 184
756 +293.5711157k  (10)

Q

to bound the error in our estimation of P(S < s*) by 1/ k2.
Since we will not tolerate an error larger than 1/100, we
set k = 10 in (10) and obtain s* > 3691.711157. See figure
11.

A B C D E F G
n 0 1 2 3 4 5
IP(N=n) | 0.00091188 0.00638317 0.02234111 0.05212925 0.09122619 0.12771667
o

[=1+A3 _L

1

2

g

4

5

6 oleg b

- ar ot ot 5+
8

9

Figure 11 We use the first column to record the values
in the support of the random variable of aggregate
claims S.

We will use the remainder of the columns to keep
track of the conditional probability of the random variable
[S|N = n], where n appears at the first row of the spread-
sheet. With this in mind, column B will display condi-
tional probabilities of the random variable [S|N = 0],
column C will show conditional probabilities of the ran-
dom variable [S|N = 1], column D will show conditional
probabilities of the random variable [S|N = 2], and so
on, until column AC, where we will place the conditional
probability of the random variable [S|N = 27].

We start by recording the mass function of the random
variable [S|N = 0]. Note that, in the present context, it is
impossible for S to be greater than zero if N = 0. Then,
we type a one, and many zeroes in column B. See figure
12 (the symbol x 4 (s) stands for an indicator function of
the set A evaluated at s).

To compute the conditional density function of the ran-
dom variable [S|N = 1], we note that, by assumption H1,
this is just the density function of the random variable of

q, B ds
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A B c D E F G
1n 0 1 2 3 4 5
2 IP(N=n) 000091188 0.00638317 0.02234111 0.05212925 0.09122619 0.12771667
3| 1
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Figure 12 The conditional mass function of the random
variable [S|N = 0] is given by IP(S = s|N = 0) = xo(s).

aggregate claims S. However, we note that, by theorem
A.2, it is also a Gamma random variable with shape pa-
rameter equal to n x & = 1 X 18, and shape parameter of
6. Thus, we input the prompt

=DISTR.GAMMA.N($A3,C$1%18,6,0)

into cell €3 and drag the result all the way down (at least
up to s* = 3692). See figure 13.

A B © D E F G

1n 0 1 2 3 4 5
2 IP(N=n) 0.00091188 0.00638317 0.02234111 0.05212925 0.09122619 0.12771667
B 0 1|=+DISTR.GAMMA.N($A3,C51*18,6,0)
4 1 o
2 2 o
6 3 o
7 4 o
8 5 o
9 6 o
10 7 o
n 8 o

9 o

Figure 13 Observe we are no longer recording a mass
function, but a density function. Moreover, we are fix-
ing the column in the first argument of the prompt; and
the row, in the second. Our purpose is to drag this for-
mula down, but also to the right.

To generate the rest of the conditional density func-
tions, we select the range with the conditional density
function of the random variable [S|N = 1] (i.e. in our
case, range C3: c37427), copy it, and paste it in the range
D3:AC3. See figure 14.

Yet another application of the theorem of total prob-
ability gives us the density function of the random vari-
able of aggregate claims, along with the point of mass

7 Note that we selected an endpoint of the support of the random variable
of 3739 > 3691.71157 = s*. Indeed, the 3742nd row corresponds to a
value of 3739 in the support of S.
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A B © D E F | G H
1n 0 1 2 3 a4 5

2 IP(N=n) 0.00091188 0.00638317 0.02234111 0.05212925 0.09122619 0.12771667 0.1490C
el 0 1 0,
4 1 0! 2.3433€-29
5 2 0] 2.5999€-24
6 3 0] 2.1683€-21
7 4 0] 2.4417€-19,
8 5 0/ 9.1788E-18
9 6 0] 1.7238E-16
10 7 0; 2.0054E-15
n 8 0; 1.6432E-14,
12 9 0/ 1.0301F-13

Figure 14 Uatu the Watcher (as depicted by Byrne
(2005)) tells us how to compute the conditional den-
sity functions for the random variables [S|N = n], with
n=2,..,27.

ats = 0. (For example, (7) gives us the cumulative dis-
tribution function of the random variable of aggregate
claims evaluated at s.) Figure 15 shows how to obtain
fs(1) = L3o fisiN=n] (1)P(N = n). This number rep-
resents the density of the random variable S evaluated
at 1. The entry in cell AD3 represents the probability that
P(S = 0).

A AA AB AC AD AE AF
1n 25 26 27
2 1P(N=n) 7.884E-08 2.1226E-08 _ 5.503E-09)mass/density
3 o 0 [ 0 0.00091188
4| 1 0 [ 0/=+SUMAPRODUCTO($B$2:SACS2,B4:AC4)
5 2 0 [ o = i
o 3 0 0 0 i iy
7 4 0 0 o
8 5 0 0 0
9 6 0 0 0
10 7 0 0 0
1 8 0 0 0
12 9 0 0 0

Figure 15 The blue range represents the mass function
of the random variable for the frequency N, while the
red range represents the mass function of the condi-
tional random variable [S|N = 0], and the density
function of the conditional random variable [S|N = n]
for n = 1,... Note, however, that only the entry in the
cell AD3 represents a probability, the remainder of the
entries in column AD stand for densities.

Column AD represents the mass/density of the mixed-
type random variable of aggregate claims S. Figure 16 is
its geometric depiction.

As a means of verification, now we use the entries
of range AD3:AD3742 to approximate the mean of the
random variable of aggregate claims S from (8). To do
this, we compute the product of the values in the support

| Loépez-Barrientos.

Mass/density function of S

Figure 16 Note that the point of mass ats = 0 is iso-
lated from the rest of the points.

of S, with the mass/densities from column AD3: AD3742°.
We use the cell AD1 to this end. See figure 17.

i [-+SUMAPRODUCTO(ASAS742  AD3ADS742 ) lod@
4 A z m B Ac AD AE AF AG
1 23 27[=+SUMAPRODUCTO( A3:A3742 , AD3:AD3742 )

2 JP(N=n)  BE07 28157E07 7.8B4E-08 21226608  5.503E-09 mass/density

3 o o 0 0 0 0| 0.000911882
4 1 o 0 0 0 o 1.49576€-31
5 2l o 0 0 0 0| 165955626
6 I 0 0 0 o 138408€-23
7 4 o 0 0 0 of 1558621
8 s| o 0 0 0 of  ssseE-20
9 6 o 0 0 0 o 11003318
10 7 o 0 0 0 o 1.28008£-17
1 E 0 0 0 o 1.04886E-16
12 9 o 0 0 0 o 657547616
13 10 o 0 0 0 of 33375615
1 1l o 0 0 0 of 14279614
15 12/ o 0 0 0 0| 530564€-14
16 BE 0 0 0 of 17511613
17 ul o 0 0 0 o 5.22479-13
18 15[ o 0 0 0 of 1.42909E-12
19 6 0 0 0 0 o 362382612
0 0 0 0 of

20 17, 85975812

Figure 17 Our approximation should be very close to
ES = 756.

Now, we approximate the expected losses of each
agent. To do Iron Man'’s, we use column AE to keep track
of his losses as a function of the support of the random
variable S. Since his limit of responsibility is 350 billion dol-
lars, we use the original support of the random variable
of aggregate claims and input the prompt

=IF (A3<=350,A3,350)

8 This is an approximation of the expectation from (8): we are doing
0xP(S=0)+ isfs(S),
when we should be doing -
ES=0xP(S=0)+ /Omsfs(s)ds.

The reason for this is that the sum in the former expression is a Riemann
approximation (with unitary stepsize) to the integral in the latter.
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in cell AE3 and press “Return”. Then we double-click in
the right-hand-side corner of the cell AE3. See figure 18.

A AA AB AC AD AE AF
1 |n 25 26 27
2 |IP(N=n) 7.884E-08 2.123E-08 5.503E-09 mass/density M

[¢] 0 0 0.000911882|=IF(A3<=350,A3,350)

1.49576E-31

5.859E-20
1.10033E-18
1.28008E-17

1 naeecr 16
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>0 oo o oo o

0

0

0 2
0  1.5586E-2T
0

0

0

n

s o

Figure 18 We place the support of the random variable
of Iron Man'’s expenses in column AE.

Next, proceed as in the computation shown in figure
17. This will generate the expected loss of Iron Man’. See
figure 19.

A AB AC AD AE AF AG AH
1n 26 27 =+SUMAPRODUCTO(AE3:AE3742,AD3:AD3742)
2 IP(N=n) 2.123E-08  5.503E-09 mass/density M
3 0 0 0| 0.000911882 0
4 1 0 0| 1.49576E-31 1
5 2 0 0| 1.65955E-26 2
6 3 0 0| 1.38408E-23 3
7 4 0 0| 1.5586E-21 4
8 5 0 0  5.859E-20 5
9 6 0 0| 1.10033E-18 6
10 7 0 0| 1.28008E-17 7
1 8 0 0| 1.04886E-16 8
12 9 0 ol 6.57547¢-16 9

Figure 19 The result should be close to 343.2994774.
Do you think Iron Man will choose to pay this much
instead of risking paying up to 350 billion USD?

To calculate Batman’s expected loss, we start by con-
sidering the support of the share of the risk he is taking
on. To this end, use column AF and record the support by
prompting

=IF(A3<=350,0,IF (A3<=1000,A3-350,650))

in cell AF3 and press “Return”. Then we double-click in
the right-hand-side corner of the cell AF3. See figure 20.

We compute Batman’s expected loss by approximat-
ing the corresponding Riemann sum using the prompt
displayed in figure 21.

We complete our analysis by computing the expected
loss of the governments of the world. We use an anal-
ogous approach to the ones we used in figures 18-19

9 Recall that this approach works only because we are approximating a
Riemann sum.
qy P d
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A AC AD AE AF AG AH
1n 27 343.29948

2 IP(N=n) 5.503€-09 mass/density M

3 0 0 0.000911882 0/=IF(A3<=350,0, F(A3<=1000,A3-350,650))
4 1 0 1.49576E-31 1

5 2 0 1.65955E-26 2

6 3 0 138408E-23 3

7 4 0 1.5586E-21 4

8 5 0 5.859E-20 5

9 6 0 1.10033t-18 6

10 7 0 1.28008E-17 7

11 8 0 1.04886E-16 8

12 9 0 6.57547E-16 9

Figure 20 We place the support of the random variable
of Batman'’s expenses in column AF. One way to see
why we typed in that particular prompt is: what is the
payment issued by the Dark Knight when the overall
expenses are below 350 billion?, and what if the overall
expenses are between 350 billion and one trillion? What
happens after one trillion dollars?

A AC AD AE AF AG AH Al
n 27 343.29948 | =+SUMAPRODUCTO(AF3:AF3742,AD3:AD3742)
1P(N=n) 5.503E-09 mass/density 1M
0/ 0.000911882
1.49576E-31
1.65955E-26
1.38408£-23
1.5586E-21
5.859E-20)
1.10033€-18
1.28008E-17,
1.04886E-16
6.57547E-16

o
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Figure 21 The result should be close to 374.8962607. Do
you think Batman will choose to pay this much instead
of risking covering the expenses that exceed 350 billion,
and up to one trillion?

and 20-21. Figure 22 displays our results. Do you
think the governments of the world would agree to pay
37.80425635 billion instead of risking covering the ex-
penses that surpass one trillion dollars?

Is it expensive?
The last subsection concluded with three questions:

* Do you think Iron Man will agree to pay 343.2994774
instead of risking paying up to 350 billion USD?

¢ Do you think Batman will agree to pay 374.8962607
billion instead of risking covering the expenses that
exceed 350 billion, and up to one trillion USD?

¢ Do you think the governments of the world will
agree to pay 37.80425635 billion instead of risking
covering the expenses that surpass one trillion dol-
lars?
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A AC AD AE AF AG AH
27 343.29948 374.89626 37.804256
IP(N=n) 5.503E-09 mass/density IM BATMAN
0 0.000911882
0 1.49576E-31
1.65955E-26
1.38408E-23
1.5586E-21
5.859E-20
1.10033E-18
1.28008E-17
1.04886E-16
6.57547E-16

El

=IF(A3>1000,A3-1000,0)
0

0
0
0
0
0
]
0
0
0
0
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Figure 22 This is the summary of two steps: the
computations of the support of the risk share

taken on by the governments of the world, and

the Riemann sum corresponding to the expected

loss of such a random variable. Note the use

of the prompts =IF (A3>1000,A3-1000,0) and
=SUMPRODUCT (AG3:AG3742,AD3: AD3742) in cells AG3
(and below), and AG1, respectively. Can you guess what
is the sum of the numbers from the entries in range
AE1:AG1? (Hint: recall figure 17.)

Attemping to answer to these questions without any
more information is a futile exercise. Indeed, except for
the first number (which seems rather large in comparison
to what it is supposed to cover), these expected losses do
not provide a context to assess whether they are expen-
sive or not.

To try to give proper answers to the questions, we com-
pute the probabilities that the agents end up spending
more than the expected losses should they avoid paying
these amounts. For Iron Man, calculate the sum'" of the
probabilities from 344 billion USD and on in the support
of the original random variable of aggregate claims. That
is, the sum of the entries in the range AD347: AD3742. The
result is 93.17%. This means that the probability that Tony
Stark spends less than a risk premium of 343.2994774 bil-
lion is of barely 6.83%. Will he agree then to pay only this
risk premium? Our guess is: no! In his own words, he is
a genius, billionaire, playboy, philanthropist. Besides, he
is the Iron Man... if there is a 6.83%-chance of losing less
than 343.2994774 billion, why not take it?

As for Mr. Wayne, we proceed analogously and com-
pute the probability that he ends up losing more than
a risk premium of 374.8962607 billion. To this end, we
add up'! all the probabilities from 350+374.8962607 bil-
lion USD to obtain that the probability that Bruce Wayne

19 Or more properly, the Riemann integral.
1 Or more adequately, “we compute the Riemann integral of”.
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spends more than 374.8962607 billion USD equals 51.55%.
That is, the sum of the entries in the range AD728: AD3742
is 51.55%. (To see this, note that the first 350 billion would
be covered by Tony Stark, and it should be Batman the
one who pays the claims above this amount, and up to
one trillion dollars.) Will the greatest world detective agree
to pay this much? We think he would! After all, we
are talking about the one superhero who devised con-
tingency plans in case a member of the Justice League of
America went rogue (an event that occurred only in the
events narrated by Kirby ef al. (2005); Waid et al. (2001);
Snyder ef al. (2014) and Zdarsky and Jiménez (2022) —of
course, in the main continuity comics- during the last 85
years). What are the odds of that?!

The governmets of the world would definitely pay
the risk premium of 37.8 billion USD. That is, although
the probability that they end up spending more than
this much is of only 16.74% (the sum of the probabilities
corresponding to 1000+37.8 billion USD in the support
of the original random variable of aggregate claims), a
government would not risk a catastrophe with a margin
larger than 1%.

5. CONCLUDING REMARKS

This paper gives us a glimpse on how to use two tools
from the theory of risks to prevent a civil war among the
superheroes. Namely, the expectation of the random vari-
able of aggregate claims and the cumulative distribution
function. This is, of coruse, an overstatement for two
reasons: there are no superheroes in real life, and the ac-
tuarial techniques involved in the pricing of an insurance
plan only start where we conclude our manuscript. More-
over, we have oversimplified many of the assumptions
and methods used in a real problem. For example, our
stepsizes are huge, there is no statistical verification of
the distribution of the involved random variables, and
we substitute Riemann integrals for simple sums. How-
ever, we believe this paper represents a good practice
for students of actuarial sciences, for we profit from a
context familiar to many of our pupils to teach them the
basics of some important topics in the risk and probability
theories.

To complete the presentation in the same fashion as
the used to started it, we will leave the reader with a final
question. In the example developed here, the random
variable we used to model the frequency followed the
Poisson law. What if the Poisson parameter from the
frequency random variable is radiated with a Gamma
distribution? See figure 23, and appendices A and B.
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Figure 23 What if the Poisson parameter follows a
Gamma distribution? Image source: The TV series pro-
duced by Johnson (1978).

A. THE GAMMA RANDOM VARIABLE

Define the Gamma function as: T'(a) := fooo x*le=*dx for
« > 0. The integration-by-parts formula to yields

IFa)=(x—1)-T(e—1) (11)

fora > 1, and T(1) = 1. Indeed, let u = x*~! and
dv = e *dx. Computing, respectively the derivative
and anti-derivative of these expressions, and substituting
them into [;° udv = uv|g’ — [;° odu yields

[(a) = —x¥"le™*

© o 9
+(a—1) / x* " %e ¥ dux.
0 0

Since the last integral equals I'(a« — 1), this gives (11).
Note that, when « belongs to the set of integer numbers,
(11) becomes the recursive definition of factorial.

Now let« > 0 and 6 > 0. A change of variable leaves
us with:

/ x*Le™*/0dx = 6°T(«). (12)
0

Proof. To see this, let y := x/6. Then dy = %dx. The
substitution of these expressions into the left-hand side
of (12) yields

/Ooo (6y)* e Vody = 6* /000 x*le7Vdy = 6T («).

The last equality holds by (11). O
qy By d

‘V‘ A\

L iy P

Define the Gamma density function'”

1 a—1_—x/6
= . 1
fX(x) G“F(a)x € (13)
for x > 0, witha > 0 and 6 > 0. Note that fx is a density
function:

e The function fx(x) is positive for all x > 0.

Proof. To see the result, it suffices to see that the
two rightmost factors in the definition (13) are both
positive for all x > 0, while 6T («) > 0. O

* The integral [;° fx(x)dx equals the unit.

Proof. This is an immediate consequence of (12). In-
deed, it suffices to note that (13) consists of the inte-
grand in the left-hand side of (12), and the expres-
sion in the right-hand side of (12). O

As an illustration, we provide table 1 with the first ten
values of fx(x) for x > 0 witha = 105,60 = 2.5and a
stepsize of 0.1.

[ AW
0.1 | 7.5044x10~1
0.2 | 5.2207x1016
0.3 | 2.3617x107 14
0.4 | 3.4896x10713
0.5 | 2.7928x10712
0.6 | 1.5167x10~11
0.7 | 6.3026x10~10
0.9 | 6.3336x1071°
1 | 1.6557x10~%

B Table 1 The first ten values of x and fx(x) for x > 0
with @ = 10.5, 0 = 2.5 and a stepsize of 0.1.

Figure 24 is a representation of the first £1000 ordered
pairs obtained above with « = 10.5and 6 = 2.5.

We recommend that the reader fix the scale parameter 6
and change the shape parameter x. What if one does it the
other way around? Precisely in this context, if we fix 6

12 Note that there is a difference between the Gamma function, and the
Gamma density function.
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Figure 24 Dispersion plot of x vs. fx(x).

at any given level and let &« — co. The resulting density
would look a lot like the Gaussian bell (see, for instance
the chapter written by Lopez-Barrientos ef al. (2022)).

Letc > Obe a given constant and fx (x) be the Gamma
density function defined in (13) with known shape pa-
rameter « > 0, and scale parameter 6 > 0. The theorem
of change of variable (see section V.5 in the book by Mood
et al. (1974)) can help us find the density function of the
random variable Y := ¢X.

Theorem A.1. Let X be a Gamma random variable with shape
parameter & > 0 and scale 6. The random variable Y := c¢X
has a Gamma distribution with shape parameter &« > 0 and
scale parameter c6.

Proof. Fory >0,

_ et ey | DY

frly) = 62T (w) (c) ¢ dy ¢
1 w—1_—y/(ch)
(0T’ 7

This is the density function of a Gamma random variable
with shape parameter « and scale parameter cf. O

Let fx(x) be the Gamma density function defined
in (13) with known shape parameter « > 0, and scale
parameter 6 > 0. The moment generating function of the
Gamma random variable X is given by

Mx(t) = (1—01)~*. (14)

Proof. We make
Mx(t) E [etx} :/O el fx(x)dx

i 1
tx a—1_—x/6
= /0 e Q“F(a)x e dx
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= /Ooo eal}(a)x"‘fle_x(%_t)dx. (15)

Analogously to the proof of (12), we lety := x (% - t> ,S0

thatdy = (% - t) dx. Substituting these two expressions
into (15) yields

Mx(t) =

This completes the proof. O

From (14), it is not hard to see that

EX = af, (16)
varX = ab> 17)

Theorem A.2. If X; is Gamma-distributed with parameters
of shape at; > 0, and of scale § > 0 fori =1, ..., n, then

X+ + Xy

is Gamma-distributed with parameters of shape oy + - - - + ay,
and scale 6 > 0.

Proof. Since, for i = 1,..,n, X; is Gamma-distributed
with parameters of shape «; > 0, and scale 6 > 0 then
Mx,(t) = (1 —6t)~%. Using the moment generating
function technique from chapter V.4 in the book by Mood
et al. (1974), we obtain

(1—06t)~" ... (1—0¢t)"
(1 _9[»)_(“14!‘""'1‘11").

Mx, 1.1, (t)

This matches the moment generating function of a
Gamma distribution with parameters of shape ay + - - - +
ay,, and scale 8 > 0. O



From theorem A.2, we know that the distribution of
the sum of ¢ > 0 independent and identically Gamma-
distributed random variables with parameters of shape
« > 0, and scale § > 0 is Gamma with parameters of
shape ca, and scale 6 > 0. Note that this does not con-
tradict theorem A.1, because cX # Xj + - - - + X,, even if
X; ~T(a,0) fori=1,..,c

B. THE NEGATIVE BINOMIAL RANDOM VARIABLE

This bonus section illustrates the derivation of the Nega-
tive Binomial random variable from the Poisson random
variable. It presents an example used in the author’s class
on Risk Theory. Appendix B.2 in the book by Klugman
et al. (2019) presents a different (but swift) approach to
this and other random variables of the so-called class
(a,b,0).

A swan lays a Poisson number of eggs with parameter
A, where A is a Gamma random variable with mean «/
and variance a/B%. A cygnet hatches out of each egg
with probability p, regardless of the other eggs.

The mean of the number of eggs laid by the swan is %.

Proof. Let N be the number of eggs laid by the swan.
An application of the theorem of the nested expectation
results in EN = E[E(N|A)] = EA = % O

The variance of the number of eggs laid by the swan
1
(ﬁﬁj )
Proof. An invocation of the theorem of nested variance
yields (see, for instance, formula (2.2.11) in the book by
Bowers et al. (1997)):
varN E[var(N|A)] + var[E(N|A)]
= [EA+varA
L
B B
a(p+1)
g

O

The mass function of the number of eggs is Negative
Binomial with parameters a and ﬁ

Proof. Considering that Gamma density function with
parameters of shape « and scale % is given by

FA) = g A,

The theorem of total probability yields

=
zZ
I

2
[

/OOOII’(N:n|A:A)fA(A)dA
00 n (44

= / A—e_)‘—‘B e MPrr-1da
0

n! I'(a)
_ B /00 Anta—l-A(1+B) g0
T(a)n! Jo
The change of variable z := A(1+ B) (withdz = (1+
B)dA) yields:
n+ua—1
dz
— — —Z
PN =n) = n'F / (1+/3) ¢ 1+p
7’l+0( 1
— n+tx7 -z
= n'F ( Tr ﬁ) A e “dz
1 n+:x
= n'F (—1 ) I'(n+a)
 (a+n-1)-- B \/ 1 \"
N n! B+1 B+1
forn=0,1,... O

The expected number of cygnets that hatch out of the
eggs, given that the swan laid N eggs is pN.

Proof. Let K be the number of cygnets that hatch out
the eggs. We need to compute E(K|N). Since [K|N] is
a Binomial random variable with parameters N and p,
then E[K|N] = pN. O

The expected number of cygnets that hatch out of the
eggs is %

Proof. Let K be the number of cygnets that hatch out the
eggs. A new application of the theorem of the nested
expectation yields E[E(K|N)] = pEN = p%. O
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